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Chapitre 1

Fonctions Complexes

1.1 Introduction

1.1.1 Le Corps des Nombres Complexes
Définition 1.1 (C).
C={a+bi : a,b €R, i*+1=0}
Pour z = a + bi, on note a = N(z) et b = J(2), et 2’ =c+di: 2+ 2 = (a+¢)+ (b+d)i et
22" = (ac — bd) + (ad + be)i.
Proposition 1.2 (C est un corps). (C,+,-) est un corps, i.e. :
— (C,+) est un groupe abélien, avec 0 comme élément neutre ;

— (C, 4+, ) est un anneau commutatif, avec 1 comme élément neutre et 0 comme élément
M ) J
absorbant et z7! = a‘é;szg pour tout z € C*;

— la distributivité est valable dans C.

1.1.2 Le Plan Complexe

On remarque que l’on peut faire correspondre C & R? par Iisomorphisme a + bi +— (a,b),
et on en déduit une représentation des nombres complexes sur un plan (plan complexe ou de
Gauss : R x iR).

Propriété 1.3. — L’addition complexe correspond a ’addition de vecteurs.
— La symétrie d’axe R étant utile, on donne une notation pour son équivalent complexe :
Z=a — bi.
— Le "module" |z| de z correspond & la longueur du vecteur (Z), qui vaut va2 +b2. On
remarque par un simple calcul que |z2/| = |z]|2/].
On a alors z = |z| = [ avec ]ﬁ] =1, donc 5 = cos(#)+isin(f), pour § défini & un multiple

de 27 prés qu’on appelle arg(z). Grace a deux identités trigonométriques sur sin et cos, on déduit
que arg(zz') = arg(z) +arg(z’), et donc finalement, 22" = |z||2’| (cos(8 + 6") + isin(f + 6')). Pour
z € C*, lapplication T, : C — C, w + zw (qui est R-linéaire, et méme C-linéaire) correspond
a la composition de la rotation d’angle arg(z) et de ’homothétie de rapport |z|. T, a donc la
particularité de préserver les angles entre les vecteurs.

Remarque 1.4. On introduit 'exponentielle complexe (pour I'instant comme une définition) :
e := cos(#) +isin(f). On a alors z = |z|e? (représentation polaire de y, dont les coordonnées
polaires sont |z| et arg(z)), et comme pour ’exponentielle : log(z) = log(|z|) + i arg(z).

Remarque 1.5. Comme mentionné précédemment, I’argument n’est défini qu’a un multiple de
27 prés, mais est totalement défini sur C_ := C\R_ (et prend alors des valeurs dans (—m, 7)),
ce qui permet au logarithme d’étre une fonction (non multivariée).
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FIGURE 1.1 — Illustration du nombre complexe z = Aexp(6 - 7).

1.1.3 Rappels d’Analyse Vectorielle
Soit f: E C R" — R™,
Théoréme 1.6 (Différentiabilité (1)). f est différentiable en xo ssi JA € Mpxn(R) tel que
) + A(x ~x0) + o{Jx ~ )

Dans ce cas, A est la matrice Jacobienne,

afr of1
ox1 Oz
A= ; . ;
Ofm Ofm
o0z Tt Ozp

On rappelle que différentiabilité = continuité.
Théoréme 1.7 (Différentiabilitée (2)). Si les dérivées partielles ng; 1<i<m,1<j<n)
existent pour tout x dans un voisinage de Xg et sont continues en Xqg, alors f est différentiable
en xg.

Théoréme 1.8 (Inversion Locale). Sim = n et f est continiment différentiable avec D ¢(xq)
wnwersible, alors f est un difféomorphisme local en xq, i.e., on peut restreindre le domaine de f
a un votsinage U de xo de maniére a former une bijection, avec son inverse aussi contindment
différentiable. Si g est son inverse local, on a alors que

Dy(f(x)) = (Df(x))™", Vx € U.

Remarque 1.9. Une fonction complexe f peut toujours s’écrire comme f(z) = u(x,y)+v(x, y)i,

ot u et v sont des fonctions R? — R. On fera alors I'analogie par f : R? — R? tel que

Ju Ou
5 u(x L . . o Oy - gy
f(z,y) = L}Ex’ zi] et on s’intéressera a la matrice [gﬁ 9v|. (On peut évidemment considérer
) or Oy

des fonctions définies sur des sous-ensembles de R?.)



1.1.4 Théoréme Fondamental de I’Algébre

Théoréme 1.10 (Théoréme Fondamental de I’Algebre). Soit p(z) = ap+- - -+anz", avecn > 0,
les a; € C et ap, #0. Alors 3z, € C tel que p(z,) = 0.

Démonstration. Stratégie : trouver un z, € C tel que |p(z)| atteint son minimum sur C en z,.
(1). Supposer ensuite, par absurde, que |p(z,)| > 0, et construire un z qui vérifie [p(z)| < |p(z4)]

2).

1. Observons que |p(z)] —> 00, car :
|z| =00

n ‘ n—1 ) n—1 .
2) =Y aiz'| > |anz"| = ) ai2| > |2 (Ianl -y Iaillzll‘”)
=0 i=0 i=0

1
]ai\ + 1>)

et si |z] > 1,

-1
> |2]" (Ia |- \2|1nZ!a‘\> > |2|"(|an| — |27 (n
- n (] - n

=0 %

Il
o

. 2037 ag|+1
si ’Z‘Z (2173 |I‘l H‘)7

anly _ | nlan]
2 el = 550 = 11 s

Comme inf,cc [p(2)] existe (car > 0), soit {z; }r>1 C C tel que limy_, oo [p(2)| = inf.ec [p(2)].
Si limg_,o0 |2k] = o0, alors limg_,o0 [p(21)] = oo (cf ci-dessus), ce qui est absurde, car
inf.ec [p(2)] < lag|. Donc on sait que {z}r>1 admet une sous-suite {z,};>1 dont le

module est borné par r > 0, i.e. {zkj} C B(0,7) qui est compact. Donc on peut ex-

traire une sous-suite convergente vers zi, {zx;, }e>1 € B(0,7). Par continuité de |p(z)],
Ip(2:)| = limy—00 [p(2k;, )| = infzec [p(2)], qui est donc atteint.

2. Supposons par 'absurde que |p(z,)| > 0. Utilisons la propriété de recentrage pour recentrer
D en zy.

J .
z2=(2—24) + 24 = 2 = Z (‘2)(75 — z*)szfk,

k=0

un polynéme en (z — z,). Donc on peut réécrire

zajz ()= =r7h,

on remarque que 0 < k < j < n, en fixant k, on a donc que j parcourt {k,k +1,...,n}.
On peut réécrire le polynéme comme :

OIS z(;) (s = 2)"

k=0 \j=k

—by
On remarque que : by = Z?:o aj (6) 2= p(24) et by, = ap, (Z) 2" =ay, #0.

Soit m = argmin; <<, {by # 0}. Alors,

P(2) = p(z) + > bil(z — 2% = p(2) + bin(z — 2)™ Z br(z — 2)"
k=m

k=m+1



0 on obtient

p(2) = p(2) + byr ™™

En réécrivant z — z, = re

Or, on peut choisir § (en choisissant le bon z) tel que %emw = —‘ggzgl, car il s’agit

d’un choix d’angle pour faire rotationner un vecteur unitaire du plan complexe pour qu’il
devienne un autre vecteur unitaire du plan complexe (ce qui est toujours possible, et méme

unique modulo 27). On a alors

p(z) = p(z:) —r"|b

- (|p<z*>|—rm|bm\+’p D S TEE >

[p(z)] BN

On distingue maintenant deux cas :
—simo=np(z) = EE(p(a)] = " fbal) et si 0 < 7 < {/BEL |p(z)| = |Ip(z)] -
" bnl| < lp(z0);
— sinon, m < n et

Z bi(2 — ) >

p(z) = 2&) (W | = by +
k=m-+1

Ip(2)]
(24)

za )| — 1™ b z—z*k m
p(24)] ('p( ) (’b |+ %) k%lbk ))

Posons S :=Y"_ 1 bp(z — 2,)F ™.
Au pire des cas (pas atteint), si 0 < r < 1,

n n n
1SI< > bellz =zl = D bl < > b =T
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Donc [p(2)| < |p(24)| — r™|bm| + r™TT. Choisissons 7 tel que rT < “’—g"', donc 0 <

b . b
r< bl ol Alors
T 2 Ikl ’

1 m 1 m
=T |bm‘ = ]p(z*)\ - 57 ‘bm’ < |p(2*)"

p()] < [p(z)] = 7o + 5 ;

; ; [brm| m /| _1p(z)]
En conclusion, pour 0 < r < mln{l, ST T Zzzmlbﬂ}’ on a [p(z)] < |p(z4)]-
Ce qui entre en contradiction avec le fait que |p(z.)| est le min, ainsi, on en conclut que
[p(2:)| = 0= p(z:) = 0.
O

1.2 Fonctions Analytiques

1.2.1 Rappels dans R

Définition 1.11 (Fonctions Analytiques). f : U C R — R, U ouvert non vide, est dite
analytique si Voo € U : 30 > 0 et {ap}r>0 C R tel que Vo € (xg—0,20+0) : f(x) =D oo ar(a
xo)k.
Exemple 1.12. Ezemples de fonctions typiquement analytiques : Les polyndmes; la fonction
exponentielle ; les fonctions trigonométriques; le logarithme ; etc.

Ezxemples de fonctions typiquement non analytiques : La valeur absolue ; les fonctions définies
par morceaux ; la fonction conjuguée complexe (z — %) ; etc.



Implication de I’Analycité

Propriété 1.13. La convergence de >, ar(v—x0)¥, Yz € (z0—6, m9+5) implique limy_, o ax(z—
20)* = 0. Posons & = |z — x|, alors limy_, o |ag|0* = 0. Comme |a;|0* est borné, il existe une
constante C := supy>g lax|0% < co. Autrement dit, il existe une constante Cs5 € Ry telle que

) ]
laj| < C5077.
On a un controle géométrique de la croissance des a;.

Proposition 1.14. Soit f analytique au voisinage de xg. Autrement dit, il existe &6 > 0 et des
coefficients ay, € R tels que f(x) =1~ ar(® — 30)* pour tout x € (zg — 6,10 + &). Alors, pour
tout compact K = [zg —r,m0 + 7] C (z0 — 6,70 + 6) (i.e. 0 <1 < 3), la série Y poqax(z — 20)*
converge absolument et uniformément sur K. -

Démonstration. Pour la série S, ax2®, posons L := limsup,_, |ax|/* € [0,00], R := %.

Alors la série converge absolument pour tout |z| < R et diverge pour tout |z| > R.

Ici, on sait qu’elle converge pour tous z = x — xy vérifiant |z| < J, donc nécessairement,
R > 4. Fixons 0 < r < § < R, et choisissons ¢ > 0 tel que (L +¢) < 1.

Par définition du limsup, il existe ko tel que pour tout k > ko, |ax|"* < L+ ¢ = |ax| <
(L + ¢)*. Alors pour tout k > ko, |ag|r® < (r(L + €))¥, et D ks, (1L + g))¥ est une série
géométrique convergente puisque (L + ¢) < 1. En ajoutant le nombre fini des premiers termes,

on obtient Y, lak|r*® < oo. Pour tout z € K = [xg — r,79 + 7], on a |z — x| < r, donc
|ag(z — 20)¥| < |ag|r*, Vk, On en conclut que la série de fonctions >, ar(x — x0)* converge
absolument et uniformément sur K. O

Propriété 1.15. On peut différentier f formellement terme par terme un nombre arbitraire
de fois, avec convergence absolue uniforme sur les sous-ensembles compacts. Autrement dit,

I’analyticité implique C*°. Cependant, la réciproque est fausse.

. . . (k)
En utilisant le fait que f soit C*, on trouve que f*) (zo) = Klag, d’on a = fTW

1.2.2 Passage a C

Définition 1.16 (Convergence Ponctuelle). >, qax(z — 2,)¥ converge ponctuellement en z € C
si {>7_gak(z — 2)¥}n>0 C C converge vers un a € C.

Définition 1.17 (Convergence Absolue). >, ax(z —z:)* converge absolument ponctuellement
en z € Csi Y o laxl|(z — 24)*| converge ponctuellement en C.

Définition 1.18 (Convergence Uniforme). Y, <o ak(z — z)¥ converge uniformément sur U C C
si pour tout € > 0,

AN >0, t.q.Vn >N, Vz e U : \Zak(z—z*)k] <e.
k>n

Définition 1.19 (Convergence Absolue-Uniforme). >, -, ar(z — 2,)¥ converge absolument uni-
formément sur U C C si pour tout € > 0,

AN >0, t.q.Vn> N, Vz e U : Z]akHz—z*]k <e.
k>n

Remarque 1.20. Comme dans R, la convergence absolue implique la convergence.



1.2.3 Convergence Normale & Rayon de Convergence

Définition 1.21 (Convergence Normale). >~ fi (avec fi, : U — C, U ouvert, des fonctions
c?ntinues) converge normalement sur U si Vw € U : Je > 0 tel que Y ;0 | fxll (Blag) <
ot il o (msy) = max, ey (L ()]}

Définition 1.22 (Rayon de Convergence). On définit le rayon de convergence d’une série
> k>0 @k(2 — 2,)F par

p = sup{r € [0,00] : Z |ag|r® < +oo}
k>0

Lemme 1.23. Si une série entiére a un rayon de convergence p > 0, alors elle converge norma-
lement pour tout z € D(z, p) et diverge pour tout z € C\D(zy, p).

Remarque 1.24. On remarque que nous ne possédons aucune information quant & ce qui se
passe sur 0D (zy, p).

Démonstration. Par contradiction, supposons qu'’il existe Z tel que f(Z) soit fini et >, - ar(Z —
2)* converge. On dénote R = |# — zJ. Soit » > 0 arbitraire tel que p < r < R. On note
Sp = "1_oar(z — 2. Alors il existe un M tel que |S,| < M pour tout n € N. Alors

@l < 180 = Sual - ()

Donc pour tout z € D(z,,7), on a

Zakz—z*k <Z|ak|r <|ao\+ZISk—Sk 1\( )

k>0 k>0 k>1

r k
§\a0|+-2ﬂ4 (‘*) S 2A[‘4447fﬂ
2 (7)) =M

Lemme 1.25 (Lemme d’Abel). Soit 3 ;- apz® une série formelle. S’il existe p > 0 tel que

sup [ag| p* < 400,
k>0

alors la série Y, apz® converge normalement sur D(0, p).
Plus généralement, pour un centre z, € C, si supjsq|ak|p® < oo alors Y oqar(z — 20)"
converge normalement sur D(zy, p).

Démonstration. Par hypothése, IM > 0 tel que |ag|p* < M. Soit 2 € D(0, p) arbitraire. On
note r = |Z| et € = p — 1. Soit D, = D(Z,¢/4). Ainsi, pour tout z € Dy, > ;< |ak|||Z||]Zoo(D*) <

S laxllr + /9% = Ssollarlot) (7222)" < M Ly <+ m

Proposition 1.26 (Convergence normale = convergence absolue uniforme sur les disques fer-
més). Soient w € U ouvert et € > 0 tel que >~ llar(z — 2:)* HLOO Blag)) < o0 Alors AN >0

tel que Vz € B(w,¢) : ZkzN lag||z — 2" <e.

Démonstration. On suppose que >, ar(z — 2,)F converge normalement sur B(w, ¢).

Z\ak\|z—z*| <Z max {|ak|\z—z*] }—ZHak ||Loo (Blwg) < 0

k>0 E>0%€ (w,e k>0



Lemme 1.27 (Caractérisation de la convergence normale). » .~ fi (avec fi, : U — C, U ouvert,
des fonctions continues) converge normalement sur U ssi VK C U compact : Y <o | frllpe () <
00.

Démonstration. "=" : soit K C U compact. On sait que Yw € K(C U) : 3¢ > 0 tel que
> k50 I fkll e () < 00. On peut recouvrir grossiérement K par

U (wire(w)) = Y il < D Mell e, Bz

k>0 k>0
<3 Akl e B =)
3=0 k>0

< ("noo” =)oc.

Ak41
ag

Lemme 1.28. — Ratio test :

= hmk%oo ’

1
p
— root test : % = limsupy_, W

Ak+1
ag

Démonstration. — Ve : AN >> 1 tel que

< <% + 6), Vk > N. On veut montrer que
p est le rayon de convergence. Considérons z € C tel que |z| < p. Soit € > 0 suffisamment
petit tel que (% +8) |z| < 1. Ainsi,

S Jarllelt < Jax] 3 (GOLN W —lonl - 5 5 | (5 +¢) |z|]k.

k>N k>N ( + E) (% + €> E>N

Comme [(% + z—:) |Z|:| < 1, la somme converge.

Nous devons encore montrer que pour tout z € C tel que |z| > p, la série diverge. Soit |z| > p
arbitraire. Comme précédemment, Ve > 0, 3N € N tel que Yk > N, (7 — 5) lak| < |ak+1]-

Ainsi, en prenant € > 0 suffisamment petit tel que <% - 6) |z| > 1, on a

k
2t G
ar||z .
2 laulal" 2 (1_6>Nk§v 2|
p
Comme (% — s) |z| > 1, la série diverge.

— Soit € > 0 arbitrairement petit. 3N € N tel que ¥/|ax| < (% + E) pour tout k > N. Soit
|z| < p tel que <% —i—e) |z] < 1. Alors,

Sl < Y |G+ )r]k

k>N k>N

La série converge. On montre & l'aide d’'un argument similaire au premier point que pour
tout |z| > p, on a que la série diverge.
O



Lemme 1.29. Soit f(z) = > ;>0 arz® une série de puissances de rayon de convergence p €
(0, +o0]. Pour tout m € N, la série

m k! m
FM(z) = Z akmzk

k>m

a aussi pour rayon de convergence p. On remarque de plus que le m-iéme coefficient est donné

(m) (o
Par Ay, = [70) m!( ).

Démonstration. Soit m € N, pour tout k > m,

(k(kfl)!)v k+1 m
+1-—m)!
_ — - 1 1.1

(k—m)!
Ainsi,

(k+1)!
- {lew | Gy . Jaga| 1
lim — | = = -

. . . . . ! — A
Ainsi, en supposant que la limite existe, Y .-, . akﬁzk ™ ale méme rayon de convergence

que 3~ |ax|z¥. (sinon, on peut passer par le root test, ou encore une fois (1.1) tend vers 1.) O

1.2.4 Analyticité & Recentrage

Proposition 1.30 (Recentrage). Soit f(2) = ;>0 ak(z — 2:)¥ de rayon de convergence p. Soit
2" € D(z4,p), alors il existe une suite {by}s>0 C C telle que

f(z) = Zbg(z — ) <00, Vztq |z-2|</p,
>0

avec pl = p — |2/ — 2.

Autrement dit, on peut "recentrer" la série autour de n’importe quel point a I'intérieur du
disque de convergence, et le nouveau disque de convergence contient au minimum le disque centré
en 2’ et de rayon p — |2/ — z|.

Démonstration. Sans perdre de généralité, on peut supposer que z, = 0. Fixons 0 < r < p—|2/| et
F e k k ko (k j k—j
considérons z tel que |z —2'| < r. On remarque que 2" = ((2 —2')+2")* =377, (j)(z—z’)Jz’ 7.
Posons pour 0 < j <k,
k ) )
i j(2) = ak< > (z— 2') 2%,
J
et ¢ ; == 0si j > k. Alors la double série est absolument convergente (uniformément en z
tel que |z — 2/| < r car

5 et = ol 3 (5)ie= 1 < e > (5}t

k>0 >0 k>0 j=0 >0 =0
= lagl(r + 12')F < oo,
k>0

puisque r + |2/| < p. Ainsi, nous pouvons échanger les sommes et réindexer via £ =k — j :



Remarque 1.31. On remarque que la réindexation £ = k — j est une bijection entre T =
{(k,j) € N?> : 0 <j <k} et N2 On ne duplique et ne perd aucun terme dans la double somme.

Y a4y Zakzo f’w—zzcw( ,)(zzfyzfﬂ

k>0 k>0 =0 §>0 £>0
— . "
= E bj(z —2)
5>0

oub; =) >0 j+0 (] M) " (on remarque que b; est bien défini, si pour un j la série divergeait,

alors la double série ne pourralt pas converger, ce qui est une contradiction). Enfin, la série
recentrée converge absolument pour |z — 2/| <7 :

DILTEED D) DI K IR Zmuz( ot

j>0 j>0£>0 k>0 Jj=0
= 12
ak

Comme r < p—|z/| est arbitraire, on obtient la convergence absolue pour tout |z—2z'| < p—|7/|
ce qui conclut la preuve. O

Proposition 1.32. Soit f(z) =3 ;50 ar(z — )%, 2 € D(24,p), p> 0 (r.d.c). f(2) est continue
sur D(zx, p) par convergence localement uniforme.

Démonstration. On sait qu’a U'intérieur du disque D(z, p) la convergence est normale, par la
proposition 1.26, on sait de plus que la convergence normale implique que pour tout sous-ensemble
compact de D(z,, p), la convergence est absolue uniforme.

Soit € > 0, z € D(z4, p). On pose

K := argmax{diag(K) : K C D(z,p) compact, z € K}.

> k>0 k(2 — 2,)¥ converge absolu-uniformément sur K. Soit N € N tel que pour tout z, 2’ € K,

N
DICCEENIE
Zak 4 _Z* S

Comme le polynéme Zivzo ag(z — z*)k est continu sur K, il existe § > 0 tel que pour tout
|z — 2| < 4,

Wl m

N

N
5
| Zak(z — )k — Zak(z' —z)¥ < 3
k=0

k=0

On choisit § tel que I'inégalité ci-dessus est valable et, quitte a le réduire, tel que si |2/ —z| < 6,
2/ € K. Ainsi, pour tout 2’ € D(zy, p) tel que |2/ — z] < 4,

N N N N
1F(2) = FE = 1F(z) =D an(z = 2)" + > ar(z = 2)F Zak Z =2 ) = f() 4D an(z = 20)Y
k;o k:(]]v . k:ON
> ar(z =2+ D aw(z — 2" Zak 2=z )M () =) an(z = 20
k=0 k=0 =0 k=0
PN
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En particulier, sur tout sous-compact la fonction est uniformément continue.

Proposition 1.33. Soit f(z) =} ;5 arp(z—2,)%, 2 € D(z4,p) ot p est le rayon de convergence.
Il existe un p > § > 0 tel que f’D(z* )\ {22} # 0 pourvu que {ag}r>0 #Z {0}.

Autrement dit, si f n’est pas la fonction nulle, alors il existe un petit disque percé autour
de z, dans lequel f n’a aucune racine. Les zéros d’une fonction analytique sont isolés (et s’ils
s’accumulent & un point intérieur, la fonction est identiquement nulle).

Démonstration. Soit k' = arg min{ay # 0}.

() = aw(z = 20" + 3 anz — 2’

>k

ar + (z — zx) Z ag(z — z*)g_k/_li

>k

=(z— z*)k/

Si z € D(z4,p), lasomme ), ap(z — 2, )! =¥ =1 converge localement uniformément et donc

vers une fonction continue g(z). En particulier, par continuité de g(z) en z4, on peut choisir un
lag/|

d > 0 suffisamment petit tel que [(z — 2:)g(2)| < 5=, pour tout z € D(z,,d). Ainsi,

£(2) = |z = 20" faw + (2 = 2)9(2)]

> |z = 2" - [lag] = 1(z = 2)9(2)]]

> |z — 2z [|ak/| - M;} =0

et > 0 pourvu que z € D(z,d)\{0}. O

Si il y avait une suite de zéros {2y, }n>0 — 20, alors on obtiendrait une contradiction dans
- n—oo

la derniére étape de la preuve. Ainsi, on conclurait que la suite {ag }r>0 est la suite nulle et donc
que f est identiquement nulle sur D(zy, p).

Proposition 1.34. Soient >, <o ar(z — z:)%, Y s be(z — 24)° deux séries de puissances qui
convergent sur D(z,,8), 6 > 0 et telles que > 1~oak(z — 20)F = 3 ng be(z — 24)° sur D(z4, p).
Alors ap, = by, Vk > 0.

Démonstration. Posons g(2) = > ,5o(ar — br)(z — 2,)F. La série converge sur D(z,, ) et, par
hypothése, g(z) = 0 pour tout z € D(z, p).

Supposons par ’absurde qu’il existe un indice ou les coefficients différent et notons m =
min{k > 0 : ap # br}. On peut alors factoriser g(z) = (2 — z.)"h(2), h(z) = (am — bm) +
Zj21(am+j — binyj) (2 — 24)7

La série définissant h converge dans D(z,,d); en particulier h est continue et h(zy) = a, —
b, # 0. 11 existe donc r € (0, p) tel que h(z) # 0 pour |z — z,| < r. Pour 0 < |z — 2z,| < r, on a
alors g(z) # 0, contradiction avec g = 0 sur D(z,, p).

Ainsi, un tel m n’existe pas et I'on doit avoir a; = by pour tout k& > 0. O

1.3 Topologie de C

Rappel : soit U C C un domaine (i.e. ouvert connexe), alors U est connexe par arc.

Définition 1.35 (Connexité). On dit que U est connexe, pourvu qu’on ne puisse pas écrire
U = AUB, ou A et B sont disjoints, ouverts, et non vides.
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Définition 1.36 (Point d’accumulation). Pour tout U C C, on appelle z, € U un point d’accu-
mulation de X, pourvu que Vo > 0, 3z5 € (D(24,0) N X)\ {24}

Exemple 1.37. U = D(0,1), X = {%, n > 2}, 0 est un point d’accumulation
U= D(0,1), X={1- %, n > 2}, ici on n’a pas de point d’accumulation dans U (¢a
devrait étre 1 mais 1 n’est pas dans le disque D.)

Théoréme 1.38. Soit U C C un domaine. Soient f,g : U — C analytiques. Supposons que
Y={zeU| f(2) =g(2)} a un point d’accumulation p € U. Alors f(z) = g(z), Vz € U.

Démonstration. Pour commencer, on voit que la fonction (f — g)(z) est une différence de 2
fonctions analytiques, elle est alors elle-méme analytique et admet une expansion en série de
puissances autour de p. C’est-a-dire qu'il existe § > 0 et {an}n>0 C C tels que (f — g)(z) =
> o2 o an(z —p)™ pour tout z € D(p,9).

Par hypothése, il existe une suite {py }n>1 C D(p, ) telle que lim,, oo pr, = p et (f —g)(pn) = 0.
D’apreés la proposition 1.34, ceci entraine que a,, = 0,Vn > 0, alors, (f — g)(z) = 0,Vz € D(p,9)
ssi la différence f — g est zéro autour de p. On veut alors montrer que cette différence reste nulle
autour de n’importe quel point g € U.

Soit ¢ € U. Comme U est un domaine, il est en particulier connexe par arcs, c’est-a-dire qu’il
existe un chemin continu v qui lie p & ¢. On peut alors décrire la fonction suivante v : [0,1] — U
continue, telle que y(0) = p et v(1) = q.

On définit alors I'ensemble A = {t € [0,1] : (f — g)(2) est 0 autour de ~(¢)}. On sait d’ores et
déja que A # 0 car 0 € A. On cherche alors & montrer que A = [0, 1]. Pour ce faire, on montre
que A est ouvert et fermé (par rapport a I’ensemble [0, 1]) ce qui entraine que A = [0, 1] car [0, 1]
est connexe.

— A est ouvert : Soit t € A, c’est-a-dire qu'il existe p > 0 tel que (f — g)(z) = 0 pour
tout z € D(v(t), p). Comme 7 est continue, si on choisit ¢ suffisamment proche de ¢, on a
v(t) € D(v(t), p) donc t € A. Ceci prouve que A est ouvert

— A est fermé : Soit la suite {t,},>1 C A avec lim, oot = t« € [0,1]. On sait que (f —
9)(v(tn)) = 0,¥Yn > 1. Par continuité de v, on a lim, o y(t,) = Y(t«). Mais ceci implique
qu’un ensemble de zéros de f — g s’accumule autour de y(t,). Donc, par le méme argument
qu’au départ, on a ici que (f — g)(z) = 0 autour de ~y(t,), alors, par construction, t, € A
donc A est fermé.

Les 2 seuls ensembles ouverts et fermés par rapport a [0, 1] sont ’ensemble vide et [0, 1] lui-méme,
or, nous avons déja conclu que A # (), alors nécessairement, A = [0, 1]. O]

1.3.1 Fonctions analytiques spéciales

Dans cette section, on va s’intéresser principalement aux fonctions liées a ’exponentielle.

: z __ oo 2"
On sait que e* = ) 7% 1 2+ a comme rayon de convergence p = +o0o donc qu’elle converge

normalement absolument, localement uniformément sur tout C. Une autre définition pour cette
fonction est ef = limn_>oo(1 + Lyn

z w

Proposition 1.39. Vz,w € C, nous avons que e*T% = ¢* - ¢

Démonstration. Comme y_° “m=0 f:: %T converge absolument pour tout z,w € C, il s’ensuit que
o0 o0 n m
> Z Z S ID S Y S e
n! m' n! ‘m! n! m' k‘ n! m!
m,n k=0 m,n>0 m,n>0
m+n=k m+n=k

(2w
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En effet, on remarque que (z +w)* = Z?:o (?) 2kwkF=7 | en faisant le changement de variable sui-

vant : k—j <> m, on a une bijection (k,k—7j) <> (n, m) ot n+m = k. Ainsi, Z?:o ﬁzkwk*j =

2z w™
Z”l’"zok kT - -
nr—m—

Corollaire 1.40. Si z =it pourt € R, on a que |e*| = |e*| =1

Démonstration. Commengons par remarquer que si f(z) = Y o2 a,2" avec a, € R pour tout
n > 0 convergent sur D(0,0) pour § > 0, alors f(z) = Yo gzt =00 janz" = f(Z).

On peut alors écrire e = e”. o

En particulier, avec z = it pour t € R, on a z = —it = —z d’otl |e| = el - eit = ¢ . 7% = €0 =

1 O

Remarque 1.41. Une preuve alternative aurait été de passer par la forme trigonométrique
de l'exponentielle; cependant, cette preuve serait moins rigoureuse au sens de la théorie des
ensembles.

Définition 1.42 (Définition générale de sin(z),cos(z)). Pour tout z € C, on définit
cos(z) == 12, é—jl)!(—l)l = %(eiz +e7%) et
. 21+1 . .
sin(z) = 5% gy (=1)! = (e —e75%)
Pour lesquelles on a convergence normale, absolue, localement uniforme sur tout C

Définition 1.43 (Fonctions hyperboliques). On définit & présent les fonctions hyperboliques
cosh(z), sinh(z) comme

cosh(z) := 3(e” + e7%) et sinh(z) = 1(e* — e™?)

N[ =

Proposition 1.44. On a le rapport suivant pour tout z € C cosh?(z) — sinh?(z) = 1

Démonstration. cosh?(z) —sinh?(2) = 2(e?* +2+ 7% — e +2 — e %) O

1.3.2 Périodicité de ¢*

Pour e = cos(t) + i - sin(t), on se restreint & 1’étude du cas t € R pour l'instant. On peut
voir directement que, si t = 27, alors cos(27) = 1,sin(27) = 0 et *™ = 1.
Cependant, cette périodicité se base sur un argument de compréhension géométrique, on cherche
A trouver comment se baser exclusivement sur les séries de puissances et ainsi chercher d’autres
périodicités.
On décide de ne pas utiliser 'interprétation géométrique de m, que 'on va introduire dans une
nouvelle définition formelle.
Pour cette derniére, on va s’intéresser a la fonction cos(t) = > ;2 éi;)!(—l)é . En effet, on peut
montrer, par calcul direct, que cos(0) = 1 et cos(2) < 0, comme cette fonction est continue, et
par le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait qu’il existe ¢y € [0, 2] tel que cos(tg) = 0.

Cette observation nous donne la définition formelle suivante.

Définition 1.45. En reprenant les notations ci-dessus, on choisit ¢g = arg mincjg g1 {cos(t) = 0}
et on pose tg =: §

On peut maintenant s’intéresser aux périodes de la fonction exponentielle dans un cadre plus
formel.

On commence par montrer un lemme qui nous sera utile plus tard.
Lemme 1.46. Soit o = a + bi € C, une période de €%, on a alors que a =0 et a € iR

Démonstration. Sie* =1onae® e =1doue-|e?| =e* =1dotta=0 O
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Proposition 1.47. Les périodes de la fonction e* sont exactement les éléments de {2mi -k, k €
Z}.

Donc e = 1 implique r € {27i - k}rez. En particulier, £2mi sont les périodes non triviales
minimales de e*.

Démonstration. En reprenant la définition de ¢y donnée plus haut, on peut écrire e’ = cos(tg)+i-
sin(tg) = 0+i-sin(tg) on vérifie directement que cos?(¢p) +sin?(tg) = |e**0| = 1 donc sin(tg) = +1.
Or, comme (sin(t))" = cos(t) pour tout ¢t € R, avec sin(0) = 0 et cos(t) > 0 pour t € (0,ty), on a
que (sin(t))’ > 0 sur (0,p) alors sin(t) > 0 pour ¢ € (0, tp).

On peut en déduire I'identité d’Euler 0 = €'z = 4 d’ou (¢/2)2 = —1 (donc €™ +1 = 0) et
finalement €2™ = (—1)2 = 1 d’out 2™ = 1 pour tout h € Z

Supposons maintenant par absurde qu'’il existe une période r € iR\{27ik}rcz.

Comme la différence de 2 périodes est une période, on peut réduire a une période r € iR (on sait
qu’il s’agit d’'un nombre complexe grace au lemme 1.46). On écrit r = i¢ avec ¢ € (0, 27).

, %), on a que eiC/4 — COS(%) —H’-sin(g)

Si on s’intéresse a la valeur % € (0 1

u v
Avec Phypothése €€ = 1 = (/Y% = (u + iv)* = u* — 6u®v® + v* + iduv(u® — v?). Comme

eC =1, la partie imaginaire est nulle, alors iduv(u? — v?) = 0, et on trouve que u? = v2.

De cette relation, on trouve u? + v? = COSQ(%) + sinZ(%) =1 d’ott u*> = v* = 3, on peut alors
résoudre e = u? — 6v2u? + vt = % - % + % = —1 ce qui est une contradiction. O

Proposition 1.48. L’application z — e* est surjective de C en C* mais loin d’étre injective.

Démonstration. On veut montrer que pour tout w € C*, il existe un z € C tel que ¢ = w.
Pour tout réel ¢, e’ = cos(t) +isin(t) appartient au cercle unité S'. Réciproquement, tout point
u € S s'écrit u = e pour un certain ¢. Si r > 0, alors on peut écrire r = €l°87. Tout w € C*
s’écrit de maniére unique comme w = |w| - o] = 7 U, avec 1 = lw| > 0 et u € S'. Comme
u=ce" tecRetr=e " on obtient
W= ry = 6logreit — elogr—s—it‘

En prenant z = In |w|+it, ot ¢ est un argument de w, on a bien que e* = w. On a donc démontré
la surjectivité de e* de C vers C*. O

Remarque 1.49. On voit que pour tout z € {In|w|+it : t € {arg(w) + 2km}rez}, € = w, ce
qui contredit la thése de I'injectivité.

Définition 1.50. Soit U C C* un domaine. Alors une fonction f : U — C est appelée logarithme
complexe, pourvu que

el = (1.2)

Remarque 1.51. Soit U = C*, existe-t-il une fonction continue f : U — C telle que 1.2 soit
vraie ?

Proposition 1.52. [l n’existe aucune application continue log : C* — C telle que
e8? = 2 Vzel.

Démonstration. Idée : on considére une courbe fermée autour de l'origine et on étudie ’évolution
de f(z) autour de celle-ci. Intuitivement, lorsque 'on arrive a la fin de la boucle (i.e. on est a
nouveau au départ de cette derniére), la valeur de f(z) doit étre décalée de 2mi par rapport a
son point de départ. Or, le point final est identique au point initial. Donc pour que 1.2 tienne, il
faut que z = z 4 2mi, ce qui est une contradiction.
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Formellement : Supposons par I’absurde qu’il existe une telle fonction f continue de C* vers
C satisfaisant (1.2). Restreignons-nous & S!, z = €, t € R. Par hypothése,

e/ () = ¢t — f ()1 —

Par la proposition 1.47, on sait que f(e¥) — it = 2min(t), ot n(t) € Z qui dépend, & priori,
de t. Or, comme f est supposée continue, I'application t ~ f(e*) — it est aussi une fonction
continue. On sait de plus que l'image d’un ensemble connexe (ici R) par une fonction continue
est aussi connexe, cependant, 'image de cette application est ’ensemble discret 2miZ. Les sous-
ensembles connexes de cet ensemble sont forcément des singletons, on en déduit que la fonction
t — f(e') — it est & valeur constante. Autrement dit, n ne dépend pas de ¢ dans la définition
f(e®) —it = 2min.

Considérons les temps t = 0 et t = 27. On a que f(e°) = 2min et f(e?™) = 27i + 2min, donc

f(1) =2min =2mi(n + 1)

Ce qui est une contradiction. On en déduit qu’il n’existe pas de logarithme complexe continu sur
C*. O
Remarque 1.53. On verra plus tard que les 3 propriétés suivantes sont équivalentes

— U C C* est simplement connexe

— Toute courbe fermée peut étre contractée contintiment dans U & un point

— Des logarithmes continus existent

Exemple 1.54. Par exemple, si on se donne C_ := {z € C\R_}, on verra qu’on peut définir
une telle fonction
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Chapitre 2

Fonctions Holomorphes

Remarque 2.1. Soit U C C un domaine et f : U — C. On se rappelle que I'on peut exprimer
tout z € C comme un vecteur de R? par I'isomorphisme R-linéaire ® : C « R?, = + iy — (Z) P
induit donc un isomorphisme R-linéaire entre les fonctions complexes et les applications de R? :

¥ : F(U,C) = F(U,R?), o U = ®(U), donné par
Vfe FUC), U(f)=do fod L, U(f)(z,y) =d(f(z+iy)) € R?, V(x,y) e U.

On a de la méme maniére un isomorphisme entre F(U, R) et F(U,R).
On remarque en plus que |z| = [[(z,y)|| via @, ce qui va nous servir dans la preuve de la
proposition suivante.

On peut caractériser les fonctions holomorphes de différentes maniéres, toutes équivalentes
aux autres.

Proposition 2.2 (Caractérisations de I’holomorphie). Soit f : U C C — C une fonction et
2« € U. Dans la suite, on note f(x +1y) = u(z + iy) + iv(z + iy), ot u,v : C — R. Pour des
questions de lisibilité, lorsque l’on considérera f comme application de R?, donc ¥(f), on notera

Vimage par f = (u(z + i), v(z + iy)) = (@(x,y), 5(z,y)).
Les quatre propriétés suivantes sont toutes équivalentes. Si une, et donc toutes, est satisfaite,
on dit que f : U — C est holomorphe en z, = x4 +iyx € U, (s, yx) € U.

(i) f=(u,0) est différentiable en (x4,y,). La matrice Jacobienne de f est donnée par
; a —b
Df(x*,y*)—<b a>, a,beR

Done D f(zy,y.) préserve les angles et la direction (similitude directe).

(ii) La limite liml?_gco W =: f'(24) existe.
e *

(11i) L’application f est différentiable en (Tx, Yx), €t on a les équations de Cauchy-Riemann :

Uy = Uy, Uy =Dy, €N (Tu,Yx). (2.1)
ou U; = % et v; = % pour i = x,y. (Donc uy = vy et uy = —vy en z;.)
() [ est différentiable en (x4, ys) au sens de R2. On a I’égalité
i St W) = F2) i) = [ ()
h—0 h h—0 ih
heR* heR*

Autrement dit en appliquant ® & gauche et a droite,

lim (@ +hy) — [, ys) _ < 0 1> lim f($*7y* +h) — f(x*v Ys)

h—0 h —1 0/ noo h
heR* heR*
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Démonstration. On va démontrer les équivalences en montrant la chaine d’implication (i) =
(i7) = (i4i) = (iv) = (0).
— (i) = (i) : Par hypothése, f est différentiable en (z,1,). Ainsi, on peut écrire f(z,y) =
5 % _ 5 a b
Fons ) + Do) (752) + ol = vy =90l Comnme D) = (7 ). vap-

plication h — Df(x,, yx) - h correspond via ¥~! & la multiplication par a +ib = ¢ € C.
Ainsi,
T — Ty

o (Dfnp) (070)) = ta =t ity = )

On peut donc réécrire f(z) = f(zx) + (2 — 2x) + 0o(]|z — 24||), ce qui implique pour tout

z # Zy,
f2) = fz) _ . ollz = =ll)
2 — 2 |z — 2]
Enfin, pour z = z, + h, h € C*, on voit que limp_,q W existe et vaut £ € C.
heC*

— (@i) = (i77) : L’hypothese de (ii) implique que I'on peut écrire f(2) = f(2x) + f'(24) - h +
o(||]|). Donc par isomorphisme, f différentiable en (z4,y,). Pour h = = + iy, z,y € R :

V(f) (2 h) = F(@e,y0) + (@,9) = F(2092)) + U (20) - 2) + ol (,)]))-

Donc I'expression h — f’(z,) - h peut étre interprétée comme une application de R? dans
R?, qui est R-linéaire. Ceci implique la différentiabilité au sens de R2. Si f/(z,) = a + ib,
h=xz+iy,ona f'(z) -h=(a+ib) (x+iy) = (ax — by) + i(ay + bx), ce qui correspond
par isomorphisme &

B e ) = (G =)+ a0 = () (7).

On en déduit la Jacobienne de f

; _fa =b\ _ [(uz uy Ug = Uy
Df(xs,ys) = <b a > = <U:1: ’Uy> = {Uy =y, . (2.2)
— (#4) = (iv) : On suppose que f est différentiable en (x4, 1) et 2.2 est satisfaite. Donc

’EL(CC* +hvy*)_’a’(x* 7y*)

i 102 o) = J09) ﬁmﬂ onprsten | = (b)) )
On a de plus
o F @yt 0) = faeys) <t}y<x*,y*>> (2.4)
I?E_HEQ‘ h vy(x*,y*)
Par I'hypothése du (iii), on a que u, = v, et uy = —v,, donc par isomorphisme entre
F(C,R) et F(R%LR), on a que i, = ¥, et 4, = —v,. Ainsi, on a que (ﬁi((is*ﬁ/:))) =

(_f’gf('f;;y;z)) = <_01 é) (gzg:gj) Par 2.3 et 2.4, on déduit I’égalité suivante :

lim f(fU* + D, ye) — f(x*a Ys) _ < 0 1> lim f($*7y* +h) — f(x*v Ys)

h—0 h —1 0/ noo h
heR* heR*
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— () = (i) : f est différentiable en (x,,y,) et les deux limites 2.3, 2.4 sont égales. Notons
e1 = (1,0), e = (0,1) € R2. Par différentiabilité,

i f(l'* + h, y*) - f(x*, y*) 7

hl—r&) h = Df(x*a y*)€17
heR*

lim F@ys + 1) = (20 90) _ Df (s, ys)ex
h—0 h

heR*

On a donc que Df(x,,ys)e1 = JDf (x4, ys)ez par Phypothese du (iv), avec J = <_01 (1)>
p

Soit D f(xy,ys) = (?; (5>' L’égalité ci-dessus nous donne que (a,7) = (0, —f3), donc que
a =46 et v = —fF. Autrement dit,

Df(xe,ys) = (_aﬂ g) -

Autrement dit, D f(z,,y,) est une similitude directe.

O

Définition 2.3. Soit f : U — C, ou U est un domaine. Alors on dit que f est holomorphe
pourvu que f € C1(U,R?) (de maniére équivalente, R(f) et S(f) sont C! au sens réel) et que f
est holomorphe en tout p € U.

(z—i—h)k —zk

Exemple 2.4. Pour k£ € N>, les fonctions z — z¥ sont holomorphes. C’est parce que limy,_ 4

En particulier, ceci implique que tout polynéme dans C est holomorphe.

Lemme 2.5. Les fonctions holomorphes forment un espace vectoriel sur C. Si f, g sont holo-
morphes sur un domaine U C C, alors Va,B € C, on a que a- f + B - g est aussi holomorphe

Démonstration. On peut prouver cela directement en utilisant le deuxiéme critére d’holomorphi-
cité. Soit U C C, un domaine et soient f,g : U — C holomorphes et o, 5 € C, on peut écrire
directement pour tout z € U :

(- f+B-9)(z+h)—(a-f+5-9)(2) a-flz+h)+B-g(z+h) —a-f(z) = F-9(2)

li = li
hli% h hli% h
heC* heC*
— i &SR fe) e Brg(zth) —Bg(2)
h—0 h h—0 h
heC* heC*
g LEHEW @) g g h) — g(2)
h—0 h h—0 h
heC* heC*

Et on sait que les deux derniéres limites existent car f, g sont holomorphes. Ceci implique direc-
tement que la fonction (a - f + - g) est holomorphe en U. O

Proposition 2.6. Soit U C C, un domaine et f : U — C, analytique, alors, f est holomorphe
en toutp e U.

Démonstration. Nous allons vérifier le deuxiéme critére d’holomorphisme, c¢’est-a-dire, on vérifie

que lim, g M =: f’(p) existe pour tout p dans U.
z€eC

On se donne alors p € U, il existe 6 > 0 et {an}n>0 C C tels que f(z) =Y 7 an(z — p)™ pour
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tout z € D(p,d). Sans perte de généralité, on pose p = 0 puis on vérifie que lim,_,o existe. On a
zeC
directement que f(0) = ag et, pour z # 0, on écrit

z z

f(Z) — f(o) _ ZHZO anZn — 0 = Zn>1 an - Z Qnz =aj + Z anZn_l

n>1 n>2

Sachant que a,z" "1 converge pour z € D(0,0).
q n>2

On a alors directement que lim,_,q z - Zn>2 anz""2 = 0 alors, lim,_o w = a7 existe O
zeC = zeC

Proposition 2.7. Soit ) ., an2", une série de puissances qui converge dans D(0, p) avec p > 0.
Alors, on peut définir f(z) =), ~oan2" et f(z) est holomorphe sur D(0, p).
De plus, on a que f'(z) =3, <1 annz""t

Démonstration. Soit z € D(0, p), on considére h € C\{0} avec p —|z| > |h|*/? > 0. On considére
le rapport suivant :

FEth) = £E) | SusetnlGHh) =2 Susgan Spy (R

h h h
_ZCLHZ()hk lnk Za nz"" 1+Zan2()hklznk
n>0 = n>0 n>0 k=2
= Z annz" ' +h- Z an Z < >hk22”k
n>0 n>0 k=2

On cherche alors & montrer que la somme de droite converge et que, pour |h| suffisamment petit,
heY a0 @n 2ones (1) h*=227=k 5 0. On cherche alors & borner les termes suivants

kzr; (Z)than:< ) ( )hz” 54 <Z>h22"4+...+h”2
( > 2"+ < >Ih| 21" 7% + <Z>|h|2-|z|”_4+...+|h|n—2
= (Z>|Z|" e < >(!h\1/3) 2"+ <Z>(|h|1/4)4|z"_4+...+(h|1/n)n
< >ZI" 24 (2] + B2y

On peut donc écrire

Zanz ( Y2k < 3 fand | (5 )2 el 5y

n>0 n>0

Comme nous avions posé |z|+|h|'/? < p, alors > >0 |an|(|2]+[R[3)" < 0o (3)[2["72 < "72\z|”_2

et limsup,, .o 1/ "2—2|an\ = limsup,,_,o V/|an| - lim,_o V12, car lim,_,o Vn? = 1, donc le rayon

de convergence de Y o ann®2"? est aussi p. Ainsi, 35 ¢ lan|(5)[2" 7% < 3,50 lanl \z|” 2 <
00. On en déduit que

Z%Z( Y2k < S fand | (5 )2+ o+ Y < o

n>0 = n>0
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donc

. f(Z+h)— nl k:2nk
}lg% 0 hmZannz Z: 2 h

heC* he(C* n>0

= E anpnz™"

O

Corollaire 2.8. Soit f(z) =), ~oanz", une fonction analytique qui converge pour z € D(0, p)
avec p > 0. Alors, f est infiniment différentiable au sens complexe sur D(0,p) (et au sens réel
entre D(0,p) C R? et R?) et on a

) = Z an - n—k (2.5)

n>k
qui converge sur D(0, p)

Démonstration. On peut procéder a une preuve par récurrence.

k=1
Comme on I’a montré dans la proposition 2.7, si f est holomorphe, donc en particulier analytique,
on peut écrire f'(2) =" o apnz""! qui converge sur D(0, p). Ce qui conclu le cas k = 1.

kE—k+1
Admettons désormais que f*) = Zn>k G (n k), , on veut montrer que flk+1) — ZnZk-i-l anﬁ!_l)!.

On définit pour cela une suite {by,}en telle que b, = an+km puis une nouvelle fonction

g(z) == f®)(2). On peut alors écrire

Zan — an w2k m:=n—=k

n>k n>k
= g by 2™
m>0

1

Donc g est une fonction analytique et on peut écrire ¢'(z) = > < bpymz™", en replagant nos

définitions

D =g(2) =3 bpme™ = 3 byg(n — k)2

m>1 n>k+1
— Z an n A k-1 _ Z an n—k—l
—k)! (n—Fk— 1)
n>k+1 n>k+1
Ce qui conclut 'hypothése de récurrence et termine la preuve. O

Remarque 2.9. On peut utiliser 2.5 pour extraire les coefficients a,, en termes des dérivées de
fenz=0.

K (k)
En fait, on a f®)(0) = k! a), = aj, = 1t k)!(o) alors f(z) =350 20 n Plus généralement,

n!
(n)
ona f(z) =>,50am(z—0)"=>,0 ! n!(p) (z—p)", z € D(p, p) avec un rayon de convergence

p > 0.

Proposition 2.10. Soient U,V C C, des domaines, f : U — V holomorphe et g : V. — C
holomorphe. Alors, la composition go f : U — C est holomorphe sur U et pour tout z dans U,

(9o f)(z) =g'(f(2) - f'(2)
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Démonstration. On sait, grace au cours d’analyse 2, que la composition est continue. Alors, si

on interpréte f, g comme applications entre sous-ensembles de R?, on a la régle de décomposition

D(go f)(_z ) =Dg(f(2)) - Df(2). Ceci revient en fait a la multiplication par f’(z) pour Df(z)
€R?

et celle par g(f'(z)) pour Dg(f(z)). O

Lemme 2.11. Soit v : [s,t] — C, de classe C* et soit f : C — C holomorphe. Alors, la compo-
sition foy : [s,t] — C est de classe C et on a (fory)'(t) = f'(v(t))-7'(t) ot/ (t) = Y| (t)+iv5(t).

Démonstration. Comme pour la proposition précédente, c’est une translation de la régle de com-
position D(f ov)(t) = D f(~(t))Dv(t) O
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Chapitre 3

Intégration de fonctions

3.1 Introduction

Dans le cadre de I'intégration sur R et R?, la paramétrisation n’avait pas une grande influence
sur le résultat; cependant, dans C, il nous faut définir rigoureusement un moyen d’intégrer le
long d’une paramétrisation.

Définition 3.1 (Chemins & chemins fermés). Soit v : [s,t] — C, une application continue. On

appelle v un chemin / contour pourvu qu’il existe une partition [s,t] = szl I; ou les I; sont

des sous-intervalles fermés disjoints aux extrémités prés, tels que v/ 1; est de classe C', pour tout
j=>1
On dit que v est un chemin fermé si vy(s) = v(t) et on 'appelle lacet ou contour fermé.

Exemple 3.2. Prenons [s,t] = [0, 2] et posons
0,2 — C

R 7(“):{

Alors, 71 est un chemin et

est aussi un chemin fermé

Définition 3.3 (Intégrale d’une fonction le long d’un chemin). Soit U C C, un domaine, et
f:U — C, continue et soit 7 : [s,t] — U, un chemin. Alors on définit

' k
/ F(2)dz = / famW @ (=Y / O, (O |, ()
g s j=1"1j

ou on rappelle y(7) = 1 (1) + iv2(7) et v/ (1) = 1 (7) + iV (7).

Remarque 3.4. Si le chemin est fermé (un lacet), on utilise la notation

5’5 f(2)dz

Et si on veut mettre en avant le sens d’orientation de -, on utilise aussi des fois la notation

ygf(z)dz, %f(z)dz
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Exemple 3.5. Soient

C

[0,1 C C —
z — 2"

.
T — 621'71'7—7 f'rl

2w, n=-—1
%f"(z) dz = {0, n+1

En effet, le chemin est de classe C* et d%(eQm'T) = 27mie*™. Donc, pour f = f_1,

1 1
1 .
yg fly T)dT = yg 5 270 - ™ dr = 27i - yﬁ dr = 2mi
0o € 0

Ensuite, pour n # —1, on écrit

v

On peut alors affirmer

1 1
¢ e2minT | 2miT g ¢ 627Ti("+1)7'd7—’ a=2r(n+1)
0 0

1 1
= yf edr = 35 cos(at) + isin(ar)dr
0 0

_ sin(ar)  cos(ar),; 1

= " 7 - lo = za(COS(aT) + zsm(a7))|0
_ 1 iar|l _ 1 2r(n+1)7 1 _

T it |O_27T(n—i—1)ie =0

On aurait également pu intégrer la forme complexe de ’exponentielle directement, cette solution
est utilisée pour donner un exemple qui travaille avec la forme trigonométrique.

Définition 3.6. Soit 7 : [s,¢] — C, un chemin. Une reparamétrisation de « est donnée par une
composition o ¢ ot ¢ : [5,7] — [s,¢] est un C'—diffeomorphisme. On note alors

oy B = €
T — (e(r))

Remarque 3.7. Par convention, la reparamétrisation suit le sens du chemin de base, i.e.
sgn(¢’) = 1.

Lemme 3.8. Si f: C — C est continue, alors

Démonstration. Par définition,

/ dz—/f (o) dT—/ FAle()) Y (7)) ¢ (7) dr.

En posant G(u) = f(v(u))v'(u), on obtient

/ Gp(r)) ¢'(r) dr.

Par la régle de substitution de Riemann, ceci vaut

::t)c: du—/ iy :/Wf(z)dz.

Le lemme est donc démontré. O
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3.2 Propriétés clés

Propriété I : Inversion de chemin

22

21
Re

FIGURE 3.1 — Illustration d’un chemin et de son chemin inverse dans le plan complexe.
Source de I'image

Soit U C C un domaine, on considére un chemin ~ : [0,1] — U, et le chemin inverse
—v:[0,1] = U, t = (1 —t). L’intégrale d’une fonction continue f : U — C le long de v est

1
/ f(2) dz = /O SO/ ) (8) dt.

Propriété 3.9. Pour toute fonction f continue sur U et tout chemin ~,

dz = — d
| sGra= [5Gy a
Démonstration.

1 0
[ t@as= [ raa-n-na-nd <~ o) 6=~ [ 16

ds=—dt

Propriété II : Concaténation de chemin

Z3
29

Ch
Cy

21
Re

FIGURE 3.2 — Illustration de la concaténation de deux chemins dans le plan complexe.
Source de I'image

Soit U C C un domaine, supposons que 7 : [a,b] — U, 7 : [b,¢] — U sont des chemins, avec
~v(b) = 7(b). On pose

la,c] —> U
YOV, {’Y(U), u € [a,b]
F(u), wu € [b,c]

Clairement, v ® 7 est C! par morceaux, il s’agit donc d’un chemin.
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Propriété 3.10. Pour toute fonction f: U — C, 7,7 tels que ci-dessus, on a

/%Mf(z) dz:Lf(z) dz—i_/?f(Z) ds.

G de= [ @36 0 d
Yby

Démonstration.

/fv@v())(’véﬂ) dt+/ fr @A) (v @ 7Y (t) dt

/ o dt+/ G Lf(z) dz+/:yf(z) dz.

Remarque 3.11. Si 4 = —~, alors ¥ = v(a + b —t), t € [a,b]. Pour pouvoir concaténer avec
la définition ci-dessus (second chemin de [b, c]), alors on doit le reparamétrer sur [b,2b — a] par
Y(u) = v(2b — u), u € [b,2b — al, de sorte que Y(b) = ~y(b) et donc que v @ ¥ soit bien définie.

On trouve alors :
/ f(z) dz=0.
YO(—7)

O

Z1 CQ
Re

F1GURE 3.3 — Chemins indépendants formant un lacet.
Source de I'image

Propriété III : Intégration de la dérivée d’une fonction holomorphe

Propriété 3.12. Soit U € C un domaine, f : U — C une fonction holomorphe. On pose
g(z) = f'(2) la dérivée complexe de f. Soit v : [s,t] — U un chemin.

/ 9(2) dz = (f o)1) — (f 07)(s).

Autrement dit, f7 g(z) dz est indépendant du chemin.

Démonstration.

| retn @ do= [ gew) d
= [f(y(w)]’ thm. fond. du calcul int.

= (f o)) = (f o)(s)-
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Définition 3.13. On dit qu’une fonction f : U — C continue admet une primitive sur U, pourvu
qu’il existe une fonction holomorphe F' : U — C avec

F = f.

Corollaire 3.14. Si~y est un lacet, et f : U — C admet une primitive F' sur U, alors gﬁy f(z)dz =
0.

Démonstration.
y§f<z> dz = / F(Y ) () du = F(3(b)) — F(x(a)) = 0.

O

Corollaire 3.15 (du corollaire). Soit U = C*. Alors la fonction % : C* = C n'admet pas de
primitive sur C*.

Démonstration. Supposons qu'’il existe F' sur C* holomorphe telle que F’'(z) = % Alors, par le
corollaire précédent, I'intégrale sur tout lacet serait nulle. Or, pour le cercle unité v(t) = e, t €

[0, 27],
d 2w it 21
yﬁ'z:/ w;tdt:/ i dt = 2mi # 0.
Ny 2 0 € 0

Remarque 3.16. une primitive de 1/z serait un logz global, or par la proposition 1.52, il
n’existe pas de fonction log monovaluée sur C*.

O

Propriété IV : Intégration par parties (/partielles)

Propriété 3.17. Soit U C C un domaine, et f,g: U — C deux fonctions holomorphes. Alors,
si 7y :[s,t] = U est un lacet, il s’ensuit que

C’est une conséquence de la sous-section précédente et de la régle du produit (Leibniz).

Démonstration.
"(2)g(2) dz 2)d (2) dz = "(2)g(z 2)d (2)] dz
ygf()g() +§l§9()9() yg[f()g()Jrf()g(ﬂ
= %(fg)’(Z) dz = fog(t)— fog(s) =0.
5

Propriété V : Estimations d’intégrales

Propriété 3.18. Soit U C C un domaine, si 7 : [s,t] — U est un chemin et f € C°(U), alors

/7 £(2) dz

Remarque 3.19. fst |7/ (u)| du est la longueur du chemin, intuitivement si on somme la valeur
que prend f tout au long du chemin, elle sera inférieure & si on sommait la valeur maximale que
f prend sur I’ensemble du chemin en chaque point du chemin.

< max |f(v(u))] - / I/ (w)| du.

u€ls,y]
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Démonstration.

/7 £(2) dz

< / (2] d= < / F(v(u)y (w)] du

< [ max [f(y(u))] - [y'(w)| du= max |f(y(u)]- [ |7'(u)] du.

s u€lst] u€ls,t| s

O

3.3 Intégrales le long de lacets pour des fonctions holomorphes ;
situation spéciale

Soit @ un carré dans U, 0Q) est le bord du
carré.
0Q2 On paramétrise @ linéaire par morceaux.

OQ: :t>a+bi+t, telo1]

by 0Q
(a.0) : U 0Qs:tra+1+bi+i(t—1), tell,2].

Lemme 3.20 (Lemme de Goursat). Soit U C C un domaine, Q un carré dans U et f: U — C
holomorphe en tout p € U (par forcément C1). Alors

f(z) dz=0.
2Q
Remarque 3.21. On peut tout a fait remplacer Q) par un triangle, la preuve resterait inchangée.

Démonstration. On utilisera un argument par I’absurde et un Lemme technique.

Lemme 3.22. Soit U C C un domaine, p € U, f € C°(U) qui est holomorphe en p. Soit Q un
petit carré dans U contenant p dans son intérieur, et supposons que diam(Q) =€ > 0. Ensuite,

f(2) dz = o(e?)
0Q

si et seulement si étant donné § > 0, de, > 0 tel que Ve > 0, € < &, on a

(2) dz| <6 - €%

oQ

Démonstration. Par holomorphicité de f en p,

f(z) = f(p) + f'(p)(z —p) +olllz = pl)-

La partie principale f(p) + f/(p)(z — p) admet une primitive :

F(z)=zf(p) + %f/(p)(z -p)? = o0 [f(p) + f'(p)(z — p)] dz=0. (par3.2)
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Par définition de o(|z — p|), il existe un €, > 0 tel que |z — p| < ex = o(|z — p|) < d|z — pl|. Soit
£ S 8*7

\/@Q oll= — ) d=

< Long(0Q) sup ||o(z — p)|| < Long(dQ)dsup |z — p| = 2v2 - 4 - €2
oQ oQ

O
Suite de la preuve du Lemme de Goursat. Supposons que pour un f satisfaisant les hypothéses
de Goursat, on a faQ ) dz # 0. On peut supposer que ‘faQ dz‘ > 1. Par 3.2, on peut
écrire
[ =3 fea
0Q = Joq;
Donc,

1<Z

ol Q1 U Qg UQsUQs = Q (on a séparé @ en 4 rectangles). Ceci implique qu'3j < 4 tel que
1
’ /. aQ dz‘ >
On recommence dans Q! : on le redécoupe en 4, on choisit celui qui a la valeur absolue de

l'intégrale la plus grande, noté Q2, etc. On construit de maniére itérative une suite emboitée de
carrés

GQJ

ROQ'HE*>

telle que pour tout n > 0,

> i (3.1)

diam(Q") = 27 "Diam(Q), e

f(z) dz
aQn

Comme les carrés sont emboités et leur diamétre tend vers 0, leur intersection est un point unique
p € U tel que Q™ — p. Or, d’aprés le Lemme 3.22, on sait que

. 2
f(z)dz| <6 <d1am@> = (5%d1am(Q)2
aQn 2” 2 n
0 2
4—nd1am(Q)

pourvu que, avec § > 0 donné, n soit suffisamment grand. Mais si § < diaTl(Q)g, alors c’est < 4%,
contredisant, ce qui contredit 3.1. OJ

3.3.1 Concepts topologiques

Maintenant, il faut introduire quelques concepts topologiques.

Définition 3.23 (Homotopie entre chemins). Soit U C C un domaine (fixe), et soient ~,7 :
[0,1] = U deux lacets dans U.
Alors on dit que = est homotope & 4 pourvu qu’il existe une application continue

r:[0,1 x[0,1] - U
telle que

(i) T(0,t)
(i) I'(1,¢)

~(t) pour tout ¢ € [0, 1],
A(t) pour tout ¢ € [0, 1],

27



(iii) pour tout s € [0, 1], Papplication ¢ — ~(t) = I'(s,t) est un lacet.

t)
Si v,4 sont des chemins tels que v(0) = 4(0) et v(1) = 4(1), on dit que v et ¥ sont homotopes
pourvu qu'il existe une application continue I": [0, 1] x [0,1] — U telle que

(i) T'(0,t) = 4(t), pour tout ¢ € [0,1],
(ii) T'(1,t) = 7(t), pour tout t € [0,1],
(iii) pour tout s € (0,1), 'application ¢ — I'(s,t) est un chemin qui lie v(0) & y(1).

Définition 3.24 (Lacet contractible). On dit qu'un lacet v : [0,1] — U C C est contractible
pourvu qu’il soit homotope & un lacet trivial (constant)

Définition 3.25 (Domaine simplement connexe). On dit qu'un domaine U C C est simplement
connexe pourvu que tout lacet soit contractible dans U.

Exemple 3.26. C est simplement connexe, C* ne l’est pas.

Définition 3.27. On appelle un domaine U C C étoilé pourvu qu’il existe un point z, € U tel
que Vz € U, le segment de ligne droite [z,,2] :={w € C|w=(1—t)z. +tz, t €[0,1]} CU.

Remarque 3.28. On a les implications suivantes sur un domaine U :
U est convexe = U est étoilé = U est simplement connexe.
Et les réciproques ne sont pas vraies en générales

U
(a) (b) ()
On voit clairement que le (a) est convexe, le (b) est étoilé (de tout point on peut tirer une

droite vers le centre de I’étoile), mais n’est pas convexe (il n’existe pas de chemin droit entre les
pointes de l'étoile), et (c) est simplement connexe mais pas étoilé.

Proposition 3.29. Soit U C C, un domaine étoilé et f : U — C holomorphe en tout p € U.
Alors, f admet une primitive, donc il existe F' : U — C holomorphe avec F'(w) = f(w) pour
tout w e U.

Démonstration. Soit w € U arbitraire et posons F(w) = f[z*’w] f(2)dz avec z, le "point d’étoile"
de U. On veut alors montrer que F est holomorphe et que F'(w) = f(w) pour tout w € U. On
va en fait se servir de la deuxiéme caractérisation de ’holomorphicité.

Soit w € U, un point proche de w de telle sorte que [w,w] C U, on considére la différence

F(w) — F(w) = f[z*,ﬁ/ f(z)dz — f[z*’w} f(z)dz.

D’aprés le lemme de Goursat,

R L R Oy Ry O R

On peut donc écrire F(w) = f[z*,w] f(2)dz = f[z*,w] f(2)dz + f[w,u”;] f(2)dz, alors F(w) — F(w) =
f[ij] f(2)dz.
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Comme f est continue, on peut écrire f(z) = f(w) + h(z ) ot lim,_,, |h(2)] = 0, d’ou on peut
écrire f[w,uv] f(2)dz = f[w’w] [f(w) + h(z)]dz = (0 — w) f(w) + o||w — w]|), alors,

o) — wa f(2) dz
F'(w) = lim (w~) F(w) = lim [ ’J 2
w—w w—w w—w w—w
1 '
t t) dt
= lim fof(VN( W) . () =w At —w), t€[0,1]
w—w w—w
- 1 -
— t(w — dt 1 1
= i = 2 =D R [ i k0 — ) de = ) [ de = ),
W—w w—w 0 w—ow 0
ce qui termine la démonstration. O

Remarque 3.30. Une preuve alternative de cette démonstration consiste & montrer que fv f(z)dz =
0 pour tout lacet dans un domaine étoile U C C mais sous 'hypothése plus forte que f est ho-
lomorphe :

Supposons que z, = 0 est un centre de U, 7 : [0,1] — U un lacet et on introduit la famille de
lacets déformés () = s - y(s) avec s G [0, 1]

On considére ensuite la fonction I(s) = [ f(2) dz = fol f(sy(t))sy'(t) dt, en dérivant par
rapport a s :

1
o] $E= [ 6w -y e
1
= [ 12D 20570 + S5 20 (0)]

0

= 1/0 [F/(s 7)) - ~(t) - s+ f(s- ()] s7/(t)dt >0

S

Fls (1) (1) 5+ Fls-2(0) = 77+ 7@ iy = o | F2)2

holomorphe 2=sy(t)

Alors

Apreés ces calculs légérement laborieux, on conclut qu’intégrer f sur n’importe quel lacet nous
donne 0. Le lien avec les primitives se fait avec la proposition 3.38 : considérons deux points
arbitraires z1, 20 € U, soient deux chemins 71,2 entre ces deux points. On remarque alors que
la concaténation v; & —v2 est un lacet! Ainsi,

z) dz — z) dz = z)dz=0 z) dz = z) dz.
s d [ g [ s@a=0= [ e a= [ 16

71

La valeur de l'intégrale est ainsi indépendante du chemin. En faisant écho a la proposition 3.38,
on conclut que f posséde bien une primitive sur U.
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Corollaire 3.31. Soient U C C, un domaine étoilé, v C U, un lacet et f: U — C holomorphe
en tout p € U.
Alors, on a

/7 f(z)dz =0

Démonstration. Comme U est étoilé et que f est holomorphe en tout p € U, on sait par la
proposition 3.29 que f admet une primitive F. Alors, par le corollaire 3.14, on sait que f,y f(t)at
est nulle car v est un lacet et que F est la primitive de f. O

Nous souhaitons & présent étendre ce principe aux domaines connexes en général, On com-
mence par introduire une définition et un lemme.

Définition 3.32 (Chemins homotopes au sens fort de la topologie). Soient U C C, un domaine
et 2 lacets 7,7 : [0,1] — U.

On dit que v et 4 sont homotopes au sens fort de topologie s’il existe une fonction I' :
[0,1] x [0,1] — U continue telle que

1. T'(0,t) = ~(t) pour tout ¢ € [0, 1];
2. T'(1,t) = 4(t) pour tout t € [0,1];

3. pour tout s € (0,1), I'(s,0) =T'(s,1) (I'(s, ) est un chemin fermé mais a la différence
de la définition 3.23, on n’exige pas que celui-ci soit C'' par morceau).

Lemme 3.33. Soient U C C un domaine, 7,7 : [0,1] deux lacets homotopes au sens fort de
topologie et T : [0,1] x [0,1] — U, l’homotopie continue qui les relie.

Alors, pour tout § > 0, il existe une famille de lacets continus y1, ¥z, ..., yYar tels que d(7v;, Vj+1) =
max;co1] [v;(t) — Vj+1(0)] <0 pour j =1,2,.... M et d(y,m) <, d(ym, ) <6

Démonstration. Comme la fonction I' : [0,1]?> — U est continue, et que [0,1]? est compacte on
sait que la fonction est donc uniformément continue. Pour tout § > 0, il existe n > 0 tel que pour
tout s, s € U et pour tout ¢ € [0, 1], tels que |’ —s| < n, d(T'(s,t),T'(s',t)) < d. Fixons 0 < r < 7,
on choisit une partition de [0, 1] de pas r : sq, ..., sy et on a bien que d(I'(s;,t),T'(si+1,t)) < 0,
pour tout ¢ =0,..., M. O

Remarque 3.34. Pour rappel, dans la définition d’homotopie au sens fort de topologie, nous
n’avons pas exigé que pour tout s € (0,1), I'(s,t) soit un lacet, on ne peut donc & priori
pas calculer l'intégrale de f sur ces chemins fermés. Cependant, en utilisant ’approximation
polygonale ou la régularisation par convolution, on peut, pour tout € > 0, remplacer v; par 7;,
C' par morceaux (ou méme C*°), fermé et tel que supyepo,1 (i (t) — i(t)) < e et %([0,1]) C U.
En prenant e assez petit, on conserve d(%;,%;+1) < 0. Ainsi, les intégrales le long de ces lacets
sont bien définies.

Proposition 3.35. Soient U C C, un domaine et v,% : [0,1] — U deux lacets homotopes au
sens fort de topologie.
Alors, si f: U — C est holomorphe en tout p € U, on a

Lf(z)dz:éf(z)dz

Démonstration. Soit T': [0,1] x y[0,1] — U continu, clairement, [0,1] x [0,1] C R? est compact,
alors, par un résultat d’analyse 2, K :=I'([0, 1] x [0, 1]) est également compact.

Soit maintenant V' C U, un ouvert tel que K C V et V C U est également compact . Par
hypothése, V C U et U est un domaine (en particulier U est ouvert) donc, pour tout p € V, on

1. ot V est la fermeture de V'
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peut trouver &, > 0 tel que D(p,d,) C U. On peut ainsi écrire V C Upev (p, 6,/10), par le
théoréme de Heine-Borel, il existe un sous-ensemble fini tel que V C Ui:1 D(p;, 6,,/10). On pose

d = min O

>0
j=1,...,N 10

On définit une suite de lacets v1,72, ..., var @ [0, 1] — V comme donnée dans le lemme 3.33 et
on veut montrer que

/Wf(z)dz:/%f(z)dz:/w f(z)dz:...:AAJf(z)dz:éf(z)dz

Pour montrer cela, nous allons procéder par récurrence, en montrant I’égalité pour 2 chemins
successifs.

Considérons alors un chemin quelconque +; et son successeur dans la séquence ;1.

On va partitionner [0,1] = UN_q[t;,t;51] tel que [[%i(t;) — vi(tjp1) < & et [yisa(t;) —
Yit1(tj+1)]] < 9. Cette partition est toujours possible car ~; et ;11 sont continus sur V' qui est
compact.

On construit ensuite un lacet p; pour chaque intervalle [t;, ;1] défini par morceaux

pil Le morceau ~; sur [tj,tj41]

pi2 Le segment de v;(tj41) & Yit1(tj+1)

pi3 Le morceau 7,41 sur [tj,t;41] dans le sens inverse

pi4 Le segment de v;11(t;) & vi(t;)
Remarquons que, par construction, tout point de p; est compris dans le disque D(~;(t;),2) C U.
Alors, comme f est holomorphe et D(;(t;),2d) est clairement un domaine étoilé, en utilisant le
corollaire 3.31, on sait que fpi f(z)dz =0.

On peut alors faire le calcul

=

i=0 v P
k
=) f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(2)dz
i=0 /pil pi2 pi3 pi4
_Z f(z dz+z flz dz+z flz dz—l—Z/
=0 pil =0 pi2 =0 pi3 =0 pid
k Yit+1(tj+1) k vi(t;)
f2)dz+> / f(2)dz + / f(2)dz+Y / f(2)dz
Vi i—0 ¥ vi(ti+1) —Yit1 i—0 ¢ vi+1(t;)
Vi1 ta+1) ¥i(t5)
f(2)dz — fz dz—l—Z/ dz—l—Z/
Yi+1 (tj+1) -0 %+1(ta
Or, on observe que Ef:o ;:i(;;ﬁj)“) f(2)dz et ZZ 0 ’Y+1 t ) f(2)dz correspondent aux sommes

sur les segments qui relient les 2 morceaux de lacets, chacun est parcouru dans les deux sens,
alors les 2 sommes s’annulent nécessairement. On peut conclure

Fdz= [ f(z)de

Vi Yi+1
Et ce, pour tout ¢ = 0,1,2, ..., M ainsi, nous avons bien démontré que

/Vf(z)dz:/%f(z)dz: [ septe== | f(z)dzz/ﬁf(z)dz

et la démonstration est terminée. O
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Corollaire 3.36. Soit U C C un domaine et f : U — C holomorphe en tout p € U. Alors,
siy:[0,1] — U est un lacet contractible au sens fort de topologie, i.e. v est holomorphe & un
chemin constant, alors

fyf(z)dz =0

Démonstration. Comme v est homotope & un lacet constant 7/ et que f est holomorphe en tout
p € U, on peut appliquer la proposition 3.35 pour pouvoir écrire

/Wf(z)dz - /y f(z)dz =0

L’affirmation f,y, f(z)dz = 0 est claire car 7' est constant compris dans U ouvert, donc en
particulier, 4" est un lacet et comme f est holomorphe, on peut appliquer le lemme 3.31 O

Corollaire 3.37. Si U C C est simplement connexe et f : U — C est holomorphe, alors
f,y f(2)dz = 0 pour tout lacet v : [0,1] = U

Démonstration. Comme tout lacet est contractible, on peut directement appliquer le corollaire
3.36 en remarquant que les hypothéses sont les mémes. O

Proposition 3.38. Soit U C C un domaine, et f € CO(U). Alors f admet une primitive si et
seulement st

/f(z) dz=0, VY lacet:][s,t] = U.
”

Démonstration. — "=": c’est une conséquence de la troisiéme propriété des intégrales
(3.2).
— "«<":  On utilise une variation de 'argument d’auparavant : choisissons p € U, et défi-
nissons

g(w) = / 1(2) dz,

ot 7y : [s,t] = U est un chemin en U qui lie p & z. Ceci est bien défini parce que si 4 est un
autre chemin liant p a z, alors 7 @ —% est un lacet, et d’aprés hypothése,

/VGM £(2) dz = 0.

D’apreés la deuxiéme propriétés des intégrale, ceci est égal a

Oz/yf(z) dz+/_af(z) dz:[/f(z) dz—éf(z)dz.

Ensuite, g est une primitive de f. En fait, si w est proche de w tel que [w,w] C U,

(2) d2 = g(@) — g(w) = | f(2) d.

/
[w, @] [w, @]

o) = [ £(:) dz +
Y

On conclut comme auparavant, en utilisant la continuité de f que

lim M = f(w).

W—rw w—w
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Remarque 3.39. En d’autres termes, la proposition 3.38 nous indique que pour toute fonction
f continue sur un domaine U C C, f admet une primitive si et seulement si 'intégrale de f est
indépendante du chemin (tant qu'’ils soient C' par morceaux).

Exemple 3.40. Soit U = C_ = C\{z € R, z < 0}. Soit f(z) = 1 holomorphe sur C_.
Remarquons que C_ est étoilé, et donc

/f(z) dz =0, pour tout lacet ~.
v

Il existe donc une primitive de f sur C_, flz f(w) dw (nous pouvons prendre le chemin en ligne
droite entre 1 et z comme 1 est un point "étoilé" de C_). Nous notons g sa primitive.

Donc ¢'(z) = %, nous savons que si nous posons log z = logr + it, ou z = re, t € (—m,m),
nous avons aussi (logz) = 1 et logl = 0, et fll fw) dw = 0 = (g(z) —log(z)) = 0, et
g(1) —log1 = 0 donc g(z) = log(z).

Exemple 3.41. v : t+— ¥ t €[0,1]

d
Y /Z:2m'.
y 2

Remplacons v par un 7 : t + 2™ n ¢ Z.

dz L | )
/ — = / 27.2m'ne2mnt dt = 2mi - n.
5 2 0 € Tint

Donc oL [. 4z

5.7 J5 = = n, autrement dit l'intégrale
T2 o~ .
mesure combien de fois 4 fais le tour de l'ori-

gine.

Soit z, € C, et soit 7 : [s,t] — C\{z+} un lacet. Nous pouvons généraliser l'intégrale ci-dessus
et considérer

1 dz

2mi

y 2= 2

Lemme 3.42. La quantité ci-dessus est un entier n € Z que nous appelons 'indice de v par
rapport a z.

Démonstration.

v Soit U C C\{z}, la fonction h(z) = z_lz*
% est holomorphe sur U. Par la connexité simple
de U, h admet une primitive g : U — C (cf

3.37) définie par g(z) = [ dw_ oy Pintégrale

D w—z«’

ne dépend pas du chemin (dans U).

Considérons maintenant la fonction f(z) = e92)  elle est holomorphe car il s’agit de la
composition de fonctions holomorphes. Par la régle de la chaine, nous trouvons

(eg(z))/ =4'(2)- e9(z) — 1

Z— Zy

= 0=~ = (L) = (o - L) =

* Z_Z* Z_Z* Z_Z*

= f(2)=C-(2—2), C=cte#0.

. e9(2)

Sur chaque disque simplement connexe D C C\{z,},

fZ dw
e’r vz = Cp(z — 24), (3.2)
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ou Cp # 0 dépend de D et du point de base p € D (mais pas de z).

Soit 7y : [0,1] — C\{z4} un lacet. Par compacité de 7([s,t]) nous choisissons N points
21,22, ..., ZN sur la trajectoire tels que pour chaque paire consécutive, z;, zj41 (incluant {zy, 21 }),
il existe un disque C\{z.} D D(p;, pj) D {#j,2j+1}. En d’autres termes, nous avons utilisé la
compacité de I'image du lacet, pour extraire un ensemble fini d’ouverts recouvrant le lacet, et
nous avons sélectionné N points du lacet, 1 pour chaque ouvert. Notons 7; le segment de v qui
relie z; & zj41 & l'intérieur du disque D(pj, p;). Sur chacun de ces disques, nous fixons le point
de base pj;, et par 3.2,

P Z Oz — 2, (2 € D, py)) (3.3)

avec C;j # 0. Considérons le petit lacet (; dans D(p;, pj) obtenu en concaténant le segment droit

[pi, 2], ¥4, puis [zj41, p;j]. Comme w_lz* est holomorphe sur D(pj, p;) qui est simplement connexe,

nous avons par 3.36 que
dw
e
— 2
Fitt dw % dw
S
— 2 p; W p; W—

. exp/ dw expf w—ze Cj(zj+1 ) _ Zj+l — Z*.
~

W — 24 expf wz* N Cj(z; Zj — %k

Comme vy = @ 1%

N
dw dw
= g par 3.2
y W 2 j=1 v W A
N
dw dw
exp = H exp
v W= 2% j=1 v W A
N
o |

Ot zy41 = 71, donc lorsque nous calculons le produit, nous obtenons 1. Ainsi,
dw dw .
exp/ —1:>/ =2mi-n, neE”.
W = 2y y W — Zx

Remarque 3.43. Soit U C C* un domaine, et soit z, € U. Considérons la fonction g : U — C
définie par

O

? dw
9(z) = | —.
Zx w
Comme dit précédemment, elle est bien définie car l'intégrale est indépendante du chemin,
“d
w
exp —=C -z

Zx w
Comme calculé précédemment dans la preuve. En particulier, en évaluant & gauche et & droite
en z = 2, hous trouvons e =1=C" 2, donc C = 1 . Nous aimerions maintenant ne plus avoir

cette constante Z— Pour ce faire, nous introduisons la fonction

L(z) = — + wy,



ol w, est tel que exp( ZZ %“ —i—w*) = i . eWx
*

, avec e¥* = z,. C’est toujours possible par la
surjectivité de exp : C — C* (mais attention, la préimage de z, est déterminée & 2miZ prés). On
appelle L une branche de logarithme sur U, et nous obtenons bien que exp L(z) = z, Vz € U. Si
nous avions choisi un autre élément de la préimage, w, = w, + 2wik, alors nous aurions obtenu
une autre branche : Li(z) = L(z) + 2wik.

Pour a € C, nous définissons sur U :

Nous remarquons alors que cette définition dépend du choix de la branche de logarithme, si nous
échangeons L(z) par Ly (z), alors (8%);(z) = e*lr(2) = e2L(2)¢
donc capturée dans la constante €2 . Plusieurs conséquences en découlent, de maniére immé-
diate, si a € Z, alors €*™*® = 1 pour tout k, la puissance 2z est bien définie indépendamment
de la branche choisie. Si a = g € Q (écrite sous forme de fraction irréductible, ¢ > 0), alors
627rikoz

=e 2mika Ta dépendance du choix est

— ¢2mkp/4 prend exactement ¢ valeurs distinctes (les g-iémes racines de I'unité¢), nous ob-
tenons alors exactement ¢ branches distinctes sur U nous permettant de définir 2%, qui différent
toute par un facteur e2™/9. Si maintenant o € R\Q, nous avons une infinité dénombrable de
branches distinctes pour définir 2% (dénombrable car toutes les branches varient d’un facteur
2rik).
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Chapitre 4

Théoréme de Cauchy et analyticité des
fonctions holomorphes

Soit U C C un domaine, soit f : U — C une fonction qui est holomorphe en tout point dans
U, et soit z € U. Soit v : [s,t] = U\{z}. Supposons qu’il existe une homotopie dans U\{z} entre
7 et un lacet circulaire D(z,¢), € > 0, paramétrisé par t — z + ™. Nous excluons le lacet
constant z, ce qui est important pour la suite.

Théoréme 4.1 (Cauchy). Soient U C C, f, v et 0D(z,e) comme décrits ci-dessus. Alors,

1 I©
1) = g7 | £

Remarque 4.2. Les valeurs de f sur 7 déterminent f dans tout le domaine U. C’est vrai pour
une fonction holomorphe en tout point, mais pas forcément pour toute fonction C°.

Démonstration. La fonction

f(©)
(—=z

est holomorphe sur U\{z}, et par la proposition de I'invariance de l'intégrale sous homotopie

)(3.38), nous nous réduisons a
/ 1) _ / £(©)
«/C_Z 8D(z,s)c_z’

Z

Pour 0 < ¢ < e suffisamment petit, nous avons D(z,) C D(z,e) C U. Les cercles D(z,0) et
0D(z,¢) sont eux-mémes homotopes dans U\{z}. Donc, encore par invariance sous homotopie,

/ fQ _ / F&
oD(z8) C — % Jop(ze) C — 7

En particulier, en prenant la limite quand § — 0,

f(©) . f(©)
d¢ =1
/ap(z,s) ¢—=z C=0 /8D(z,6) (—=z

Posons ¢g(z,() = f(¢) — f(z). Comme f est continue en z (méme holomorphe), nous avons
max|¢ .5 |9(2, )| . 0. Ainsi,
f(©) f(z)
——=d( = —d 4.1
/;D(z,é) ¢—z2 ‘ /BD(z,zS) ¢(—=z ‘ (4.1)
9(2,¢)
—=d(. 4.2
+/8D(z,5) ¢—=z ¢ (4.2)
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Pour calculer 4.1, nous paramétrons ((t) = z 4 de’, t € [0,27], alors d( = ide'dt et ( — z = det.

4.1 = f(2) /0% Z66%6&‘ = f(z) - 2mi.

Seit
Pour 4.2,
4.2 < max 9(z¢) 0(0D(z,0)) < max |g(z, ()| 127T(5 =27 - max |g(z,0)] 20, .
T oD(z0) | ¢ — 2 T aD(z) TS aD(z,0)

Nous pouvons alors conclure que

FQ g oy L [
/M(zvé)g_z—f()z — f(2) / |

O

Théoréme 4.3. Soit U C C un domaine, f : U — C holomorphe en tout p € U, alors la fonction
est analytique. En particulier, elle est C*°, et f: U — C est holomorphe.
Plus précisément, si p € U, ot la représentation de f en série de puissances autour de p est
donnée par
1) =Y an(z— ™,

n>0

le rayon de convergence de la série est au moins égal a la dist(p, OU).

Démonstration. Soient z € U, p < p := dist(z,0U) et D(z,p') C U, alors, d’aprés le théoréme
de Cauchy appliqué a dD(z, p'), on peut réécrire la fonction f(z) L I5 D(z.p') %d{ . De plus,

= 2m

si on perturbe z en prenant 2/, on a encore

o L /()

- 271 8D(z’,p’) C — 2z

dg¢ (4.3)

En fait, ceci est correct pour tout 2z’ € D(z,p'). On utilisera 4.3 pour développer la fonction en
série de puissances.

Il suffit de développer la fonction g—lz' en série de puissances centrée en z. Pour cela, on écrit

(—lz’ = C—z—%z’—z)’ ou, d’aprés le choix de 2/, on a p' = [ — z| > |z’ — 2| uniformément en
! !

. On peut alors écrire ! = 1 et, comme 22l = =2 <1 on a que

¢ p Ca=G=2) (a2 <=2 ¢ ’ d

’ n
m = > >0 <ZC%ZZ> est une somme infinie qui converge absolument et localement
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uniformément en 2’ € D(z, p').
En utilisant ce résultat avec 4.3, on déduit que

=g [ M

271 D(z,p") C — 2
1 f(Q)
= — d
21 Jop(zpy € — 2 — (2 — 2) ¢

2mi 8D(z,p") (C - Z)(l - —z)

1 f©)
_ - —d
2mi /(9D(z,p’) (C - Z) (1 - %) ‘

1 f(Q) Z(Z’:j)” dc

- 2mi OD(z,p") (C - Z) n>0

=

Ici, on peut changer l'ordre de sommation et d’intégration grace a la convergence absolue et
uniforme, alors

f(zl)zi. f(Q) Z(?:j)n dc

210 Jop(zp) (€ = 2) \ &5

2 —2\"
:Z2m/3D ¢—2) (C—z) dc

n>0
_ n
=3 5 L, e
= 2mi Jap(. —2)
f(Q)
= zZ —z) ——2—d(
T%:O 27” oD(zp) (¢ — 2)"H1
On peut alors écrire
1 f(Q)
= an(2' = 2)",  ap = — ———d(
nZZO " " 2mi OD(z,p") (C - z)n+1
O
Exemple 4.4. La fonction f(z) = 7 +le converge sur tout R mais elle a un rayon de convergence

égal & 1 dans C.

Remarque 4.5. Si f est holomorphe en tout p € U, alors f est analytique, en particulier, on

peut dire que f € C*et donc infiniment dérivable au sens complexe. Ceci est vrai car, si g(z)
(m) (0
g ( )

1, 0l a alors la conclusion

est analytique atour de z = 0 avec g( ) =D >0 2" avec ap =

suivante f((z) = 2% faD(zp (C n+1 dg

Proposition 4.6. Soient U C C, un domaine et f € C°(U). Supposons que f admette une
primitive, alors f est holomorphe.

Démonstration. Comme il existe F', la primitive de f, par définition F' est holomorphe donc
infiniment dérivable. Sachant que f = F’, on sait que f doit également étre infiniment dérivable
et donc holomorphe. O

Remarque 4.7. En fait, toutes les implications de cette preuve sont des équivalences, la réci-
proque est alors également valable.
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Théoréme 4.8 (Théoréme de Morera). Soit U C C, un domaine, f € CO(U). Alors, f est
holomorphe si et seulement si

/f(C)dC =0 (4.4)

pour tout lacet contractible.

Démonstration. = Si f est holomorphe, on a que f admet une primitive. De fait, on sait que,
sur tout lacet fermé, on a 4.4 = 0

<= On note qu’il sufﬁt de montrer I’holomorphicité de f sur chaque disque D(p,d) C U.
On suppose que f flw = 0 pour tout lacet. Si on restreint z € D(p,d) C U, on peut
introduire F'(z f f dw. Comme fv f(w)dw = 0 pour tout lacet, l'intégrale ne dépend
pas du Chemln donc F est bien définie. Alors, F'(z) = f(z) et f admet une primitive. Par la
proposition précédente, on conclut que f est holomorphe. O

Théoréme 4.9. Soit U C C, un domaine et soient f,g : U — C holomorphes. Si A = {z €
Ulf(z) = g(2)} admet un point d’accumulation dans U, alors, f = g.

Démonstration. Comme ceci est vrai pour les fonctions analytiques et que toute fonction holo-
morphe est analytique, le résultat est direct O

Remarque 4.10 (Attention). Certaines fonctions admettent des points d’accumulation qui ne
sont pas comprises dans le domaine de définition. Par exemple, la fonction f(z) = sin(2) définie
sur C* admet {0} comme point d’accumulation pour ses 0 mais, {0} ¢ C* de fait, f n’est pas la
fonction constante a 0, malgré les points d’accumulation.

Théoréme 4.11 (Inégalité de Cauchy). Soient U C C, un domaine, p € U, f : U — C
holomorphe et r > 0 tel que D(p,r) C U. Alors, si f(2) = >, s0an(z —p)", on a que |ap| <

P maxapi) O] et 17 p)] < 2 - maxapi) £

Démonstration. On vient de dériver la formule a,, = ﬁfaDp ) Tp) anC < f(” (p) =

5 f OD(pr) (Cféde D’apres la cinquiéme propriété des intégrales, on a

L e ()

2mi ¢ceaD(pr) \ ¢ — p|™H!
1
= max |f( )’ 27
2mi ceoD(psr) \ |C — p|" L

@,
= Tre
2T ¢edD(p,r) hﬂn+1

‘an’§

) {oD(.)

1 —n—1 .
= —_— . 2 .

omi ge%a;(r)(‘f Oh2mi-
=r" max |f(Q)]

¢eD(p,r)

Définition 4.12. Soit f: C — C, si f est holomorphe, on dit que f est entiére.

Exemple 4.13. Les polyndmes et les fonctions trigonométriques sont entiéres, la fonction f(z) =
ne ’est pas

1
142z

Théoréme 4.14 (Liouville). Toute fonction entiére et bornée est constante
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Démonstration. On utilise les inégalités de Cauchy. En prenant le cas n = 1, on sait que Vz €
C,¥r > 0 tel que
! —1 —1
z)| <r7" max <r—C
£ < max 1£(0)] <
Pour une constante C' indépendante de r qui existe forcément car f({) est bornée sur C par

hypothése. En laissant » — oo, on conclut que |f/(z)| = 0 pour tout z € C alors, nécessairement,
f(2) est constante. O

Remarque 4.15. On dit qu’une fonction f : C — C est bornée pourvu qu’il existe une constante
C telle que |f(z)] < C pour tout z € C

Corollaire 4.16 (Théoréme fondamental de 'algébre). Tout polynéme non constant p(z) avec
coefficients complexes admet au moins une racine en C.

Démonstration. Supposons, par absurde, que p(z) est un polyndéme non constant sans racine
en C. On sait déja que lim, o |p(2)] = +o0, alors, il existe R > 0 tel que, si |z| > R, alors,

Ip(2)| > 1. Ensuite, on restreint z € D(0, R) et |p(z)| > 6 > 0 pour un § > 0 adéquat.
Ensuite, la fonction f(z) := ﬁ est définie pour tout z € C et est entiére, et, on a |f(z)] < % si

2€D(0,R) et |f(2)] <1sizeD(0,R) donc f est entierement bornée et constante, donc, p(z)
est constante. O

Proposition 4.17. Soit U C C un domaine. Soit f : U — C holomorphe et non constante.
Alors f est une application ouverte :

VYV C U ouvert, f(V) ouvert.

Remarque 4.18. si f(r) = 2 : R — R, alors f n’est pas ouverte. Par exemple : V = (=6, ),
§ >0, alors f(V) = [0,6%) qui est un intervalle demi-ouvert mais pas ouvert.

Lemme 4.19. Si k € N*, alors f(z) = 2 est une application ouverte.

Démonstration. Soit V' C C un ouvert, montrons que f(V') est ouvert. Pour ceci, il suffit d’exhiber
que pour tout p € V, il existe un disque D(p,d) C V, avec 6 > 0 tel que f(D(p,d)) est ouvert.
Alors f(V) = U,ey f(D(p,d)) est ouvert.

Si p € V\{0}, alors f'(p) = k- p*~1 # 0. Alors il existe un V; > p (voisinage ouvert), tel que

flvi s Vi—= f(V) = V2

est un difféomorphisme, avec V5 ouvert.
Si p = 0, alors si on pose D(0,6), f(D(0,6)) = D(0,6%), donc ouvert, ce qui conclut la preuve
du lemme. O

Démonstration de la proposition 4.17. Soit U C C un domaine, f : U — C holomorphe, non
constante. Soit V' C U ouvert.

On veut montrer que f(V') est ouvert. Pour ceci, il suffit d’exhiber Vp € V il existe un disque,
D(p,0), d > 0 tel que f(D(p,d)) est ouvert.

Pour une question de simplicité, posons p = 0. Par analyticité de f, on peut développer
[ en série de puissances autour de p : f(2) = >, ~yanz", et comme f n’est pas constant, il
existe k > 1 avec a # 0 (comme U est un domaine, si f est localement constante, alors f est
globalement constante, c’est un corollaire du théoréme 4.9). Posons k = arg mingen«{ax # 0}. Si
on remplace f(z) — f(z) — ap, il suffit de montrer que la deuxiéme application est ouverte, et

k

f(z) —ap = apz® + akszH 4=k E an - 2" F =z, anz"k
n>k n>k
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ou la série converge sur D(0,4), avec § > 0 suffisamment petit. En observant que la fonction
h(z) ==, 5 an - 2" % admet une k-ieme dérivée holomorphe sur un disque D(0,4) avec § > 0
suffisamment petit (car ag # 0). Alors h(0) = a;, # 0. Par continuité de h sur D(0,9), il existe
6 > 0 tel que h(z) # 0 pour tout z € D(0,4). Alors h'(z)/h(z) sur D(0,0) est holomorphe. Si on
pose g(z) = [y %d{, z € D(0,0) est égale a log g(z) & une constante pres. Alors e9(2) = C'-h(z)

pour une constante C' € C* adéquate. Ensuite ek9) est une k-iéme racine holomorphe de h(z)
sur D(0,0) a une constante prés. Alors

N 8 h est hol h
3k : D(0,5) — C* telle que {B “ hko OTOTPRE,

= f(2) —ao = [z h(2)]",

pourvu que z € D(0, 5), avec ¢ > 0 suffisamment petit. Ensuite on finit la démonstration comme
suit :
1. Considérons 'application ¢(z) := z-h(z), z € D(0,4). Notons que c’est un difféomorphisme
locale autour de z = 0. Pour ceci, d’aprés un théoréme précédent du cours, il suffit de
montrer que

F0)£0: ¢(2) = 1z bl

= h(0) = ¥ay, #0.
Donc en conséquence il existe D(0,01), 61 > 0 tel que ¢ : D(0,d1) est ouvert.

2. Ensuite : (f—ag)(D(0,61)) = ¥(¢(D(0,61))) ott () = 2*. D’aprés le lemme, 1) est ouvert,
et donc ¢ (¢(D(0,d1))) est aussi ouvert. O

4.1 Principe du maximum pour fonctions holomorphes

Proposition 4.20. Soit U C C un domaine et f : U — C une fonction holomorphe. Supposons
que p € U est un mazimum local pour f. Alors f est constante.

Remarque 4.21. On appelle p € U un maximum local de f, pourvu qu’il existe un § > 0 tel que
|f(p) > |f(2)|, Vz € D(p,d). On définit le minimum local d’une fonction de maniére analogue.

Démonstration. Supposons par 'absurde que f admet un maximum local p € U mais est non
constante. D’aprés la proposition 4.17, f est ouverte : pour n’importe quel voisinage ouvert
V 5 p C U, I'image est ouverte. Comme p est supposé étre un maximum local, il existe un
5 > 0 tel que |f(2)] < |f(p)|, Yz € D(p,d). L’image de D(p,d) par f étant ouverte, et comme
f(p) € f(D(p,9), 1l existe un e > 0 tel que D(f(p),e) C f(D(p,d)). Ainsi, il existe w € f(D(p,9))
avec |w| > | f(p)|. Dong, il existe un w € D(p,d) tel que f(w) = w, autrement dit, | f ()| > |f(p)|,
ce qui contredit la maximalité de f en p dans D(p, ). O

Remarque 4.22. L’existence d’un tel w est une conséquence géométrique de l'ouverture de

f(D(p),d) : Comme D(f(p),e) C f(D(p),d), alors en prenant par exemple w = (|f(p)| +£/2) -

%Eg'. On remarque alors que w € D(f(p),e) et |w| > |f(p)|.

Remarque 4.23. Si U C C un domaine, et f : U — C holomorphe, alors si f admet un
minimum local non nul (<= p e U, f(p) #0, tel que 3§ >0, Vz € D(p,9), |f(p)| <|f(2)]);
alors f est constante.

Proposition 4.24. Soit U C C un domaine borné (3K € Ry, |z| < K, Vz € U). Supposons
que f € CO(U) et holomorphe en U. Alors f atteint son mazimum sur OU. Si f # 0, alors f
atteint son minimum sur OU .
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Démonstration. Comme U est compact, et f € C° (U), alors f atteint son maximum et minimum
sur U. Si p € U est tel que | f(p)| = max, 7| f(2)], d’apres la proposition 4.20, f est constante.
Alors on a que f(p) = f(p), ¥p € OU. Si f est non constante, le maximum n’est pas atteint en
U, donc nécessairement sur oU. O
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Chapitre 5

Singularités des fonctions holomorphes

Exemple 5.1. Soit f(z) = z7", pour n = 1,2,..., f : C* — C est holomorphe, mais
lim, o |f(2)| = 400, alors 0 est un pole de f.
£

Théoréme 5.2 (Riemann). Soit U C C un domaine, p € U, et supposons que f : U\{p} — C
est holomorphe. Supposons de plus que f soit bornée autour de p. Alors il existe une prolongation
de f a U, f:U — C, holomorphe et qui coincide avec f sur U\{p}.

Remarque 5.3. On dit que f est bornée autour de p s’il existe § > 0 tel que la restriction
flpms)\{py est bornée, c-a-d, IK € Ry t.q. [f(2)| < K Vz € D(p,0)\{p}, alors on appelle p une
singularité effacable.

Démonstration. On peut directement supposer p = 0 puis introduire la fonction suivante

U — C

9 {z2-f(z) si z € U\{0}
0 siz=0

On voit que cette fonction est bien définie sur tout U et on va montrer qu’elle est holomorphe.

Si z € U\{0}, ceci est clair car il s’agit du produit de 2 fonctions holomorphes qu’on sait étre
holomorphe.

Si z =0, on peut écrire

—g(0 2 -0
lim £ =90 _ oy W) =0 )
w—0 w—0 w—0 w w—0
w#0 w#0 w#0

Comme f est bornée autour de 0, il existe un 6 > 0, K € Ry tel que Vz € D(0,6)\{0},
1f(2)| < K. Done, [wf(z)| < |w|K LO> Ainsi,
w—

ilg})wf(w) = 0.

w#0

Nous avons donc bien montré que g est holomorphe.
De fait, on sait également que g est analytique et, en particulier, on peut écrire

g9(z) = Zanz”, z€ D(0,0), 6>0

n>0

Ici, on sait que les 2 premiers coefficients ag et a; sont nuls (car g(0) = ¢’(0) = 0), on peut donc

g9(z) = Zanzn =22 Z an 2" 2

n>0 n>2

réécrire
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On sait alors que f(2) =3, 59 anz"2 pour z € D(0,6)\{0} et on peut poser f(0) = as.
Ceci nous donne le prolongement analytique / holomorphe de f a U. O

Remarque 5.4. Dans R et pour C*°(R), ce théoréme n’est pas vrai en général. La fonction
f(z) = |z| : R* — R est bornée autour de z = 0 mais ne peut pas étre prolongée de maniére a
étre CL.

Une application du théoréme de Riemann est la proposition suivante :

Proposition 5.5 (Cauchy généralisé). Soit U C R un domaine, v C U, un lacet contractible
dans U et f: U — C holomorphe.
Alors, pour z € U\{7}, on a

o) ind, ) = 5 |

1(©)
-2

Ici, ind(7y, z) est la fonction indice qui mesure le nombre de tours qu’effectue un lacet v autour
d’un point z.

Démonstration. Commengons par introduire la fonction g¢,(¢) = f(Cg /() pour ( € U\{z}.
Comme g,(¢) est bornée autour de z, on peut la prolonger de maniére holomorphe en ( =z et

f(C

on a limg_,, = f'(z). On effectue alors les opérations suivantes :

0‘/4— - fz)/c—z

271 znd(v,z
= 2mi-ind(v, 2z / C)Zd
— ind(1,2)  £(2) 7€) ¢

:% v C—2z
O

Aprés avoir montré que certaines singularités étaient effacables, il est bon de rappeler qu’il

en existe également qui sont de "vraies" singularités .
Exemple 5.6. Les fonctions 1 2 1 ke N*,p( ) oll p est un polynoéme non constant, e*'/* =
=),z € C* sont toutes des exemples de "vraies" singularités on f(z) n’est pas bornée
aso (£2)", 2 € C* sont toutes d ples de "vraies" singularités o ‘est pas borné

autour de la singularité.

En reprenant la derniére fonction utilisée dans l'exemple, on remarque que la notation
n . . . N b . . . .
Ym0 (%) est similaire & celle des séries entiéres, on va alors introduire une nouvelle notation
pour traiter ce genre de cas de maniére analogue.

5.1 Séries de Laurent

Définition 5.7 (Série de Laurent). Soit un ensemble de valeurs indexées {ay € C: k € Z}, on
appelle série de Laurent la somme suivante

S ek

k=—o00

Et on parle de série de Laurent centrée en z. € C pour 7> _ap(z — z.)*
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Définition 5.8 (Convergence de série de Laurent). On dit que Y/ ayz* converge en z € C*

pourvu que
— > %% a,z" (appelée partie réguliére) converge

400 n _ 1 , .. .o ..
— D>y a-npw™ avec w = - (appelée partie singuliére ou principale) converge

Et on définit la valeur de ZOO k

—_ o ax2z" comme la somme de ces 2 séries.

Pour déterminer la région maximale ot on peut évaluer > />

tersection des régions oul la partie réguliére et singuliére convergent.
La partie réguliére converge normalement en

apz", on doit prendre I'in-

1
= - € [0, 0]
limsup,,_,, V/|an]

ol on ne considérera que les cas ou R > 0.
La partie singuliére converge normalement en

»e€D(0,R), R

1

== € [0, o]
limsup,, o V/|a—n|

Remarquons que r~! € [0,00] <= r € [0,00] c-a-dw € D(0,771) <= 1€ D(0,r) = |2| >
r

we DO, Y, 7!

Définition 5.9. Pour 0 < r < R < oo, on appelle la région A(z,,7,R) ={z € C,r < |z — 2| <
R} un anneau centré en z, de rayons r, R

Définition 5.10. Soit Z,::o‘ioo apz® une série de Laurent et supposons que R et r~! comme
définis plus haut satisfont 0 < r < R < co. Alors, on appelle A(0,r, R) I'anneau de convergence

de la série de Laurent.

Exemple 5.11. Par exemple, pour la fonction %+Zn>0 2™, 'anneau de convergence est A(0,0, 1)

pour la fonction Y, oo 42, on a A(0,0,00) comme anneau de convergence

Proposition 5.12. Soit Zz;”ioo apz®, une série de Laurent avec anneau de convergence U =

A(0,7,R), 0 < r < R < o0. Alors, la série converge normalement sur U wvers une fonction
holomorphe dont les dérivées peuvent étre calculées en dérivant formellement terme a terme.

Preuve de la différentiation. En considérant la fonction f(z) comme la valeur de la série en z,
on peut écrire

+o00 )
f(z) = Z anz" = Zanz" + Za*”wn’ w= -

n=-—o00 n>0 n>1

On peut alors définir les 2 fonctions suivantes

fi(z) = Zanz" converge sur D(0, R)
n>0

+oo 1
fa(z) == Za_nw"‘w:é =: gg(;), avec
n=1

oo
g2(w) :== Za,nw”
n=1
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On voit alors directement

n=1
o0
1
- Za_”( n) Hn+1
n=1
La fonction est donc bien différentiable O

Remarque 5.13. Pour la suite, il est bien de rappeler que D(0,6)\{0} = A(0,0,0). Ceci nous
permettra d’avoir une meilleure compréhension des singularités.

Notre prochain objectif est de savoir s’il est possible de représenter les fonctions holomorphes
définies sur des anneaux comme des série de Laurent. Nous allons voir que ceci est effectivement
possible & ’aide d’une nouvelle version du théoréme de Cauchy.

Proposition 5.14. Soit U C C, un domaine et soit 0 < r < R < oo tels que A(0,r,R) C U,

lanneau fermé compris dans U.
Si f: U — C est holomorphe et z € A(0,r, R), alors,

O I .

2 Jopo.r) ¢ — 2 2 aD(0,r) C — #

Démonstration. Considérons la fonction g,(¢) = %Z(Z), holomorphe en A(0, 7, R)\{z}. On se
rappelle que cette fonction est bornée autour de z et donc qu’elle est prolongeable de maniére
holomorphe en 0.

Ensuite, utilisons cette nouvelle fonction g, :

1 HO—=1G) . 1 I =12
211 /OD(O,R) C —Z dC 271 /aD(Oﬂn) C —Z

1 1
= - gz(C)dC - - gZ(C)dC =0
21 Jap(o,R) 21 Jap(o,r)
Ou on justifie I'égalité a 0 par le fait que les chemins 0D(0,7) et 9D(0, R) sont homotopes au

sens de topologie, alors faD(o R) g-(¢)d¢ = faD(o " g-(¢)d¢. De fait, on a que

1 f(Q) — f(») 1 f(¢) — f(2)
. EACYARPACIN EACVRRFACIY
2mi Jopo,ry C— % ‘ 2mi /6D(o,r) -2 ‘
On peut alors écrire
1 f(Q) — f(2) 1 f(©) 1 f(2)
— d¢ = — d¢ — — 2 g
2mi Jopo,r)y C— 2 2mi Joo,r) € — 2 ¢ 2mi /z—)D(o,R) -2 ¢
f(2)-ind(0D(0,R),z)
1 f(Q) — f(z) 1 f(©) 1 f(z)
— EACY S A ¢ — — d
2mi Jopooyy G —% “ = o a0, C— 2 2mi Jap(or) ¢ — 2 ¢

£(2)-ind(@D(0,r),2)

Or on voit directement ind(0D(0, R),z) = 1 et ind(0D(0,7), z) = 0, on peut donc conclure

L f(©) d¢ — f(2) - ind(dD(0, R), =) = — /@ f<) d¢ — f(z) - ind(0D(0,7), z)

2mi Joo,r) € — 2 2w Jo ¢ — 2

RS JQ .1 FQ) 4o
" omi /8(07R)C_ng i /8(077«)<—de 1)
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Théoréme 5.15. Sous les hypothéses précédentes, avec f : U — C holomorphe, A(0,7, R) C U,
on a

f(z) = fakzk Vze A0,r,R), ouVn€Z, a :L f(C)dC
— T ’ 2mi Jap(o,r) ¢" 1

En particulier, la série de Laurent converge normalement sur A(0,r, R)

Démonstration. Sans perdre de généralités, on peut supposer que z, = 0. Point de départ :

1 £Q) 4o 1 £

" 2mi Jopory C— 2 2w Japory ¢ — 2

(1) (1)

f(2) dg .

1. Contribution de (I): |z| < R=|¢| = % < 1. Alors,

1 1 1 2\" 2"
Sras o oE) e

n>0 n>0

avec convergence absolue, localement uniforme en z € D(0, R), ¢ € 0D(0, R). Ainsi,

1 f(©) 1 .
N HQ e 1 , =) dc.
2mi éD(o,R) ¢—=z ¢ 2mi éD(OvR) e Tg) ¢ C

On a convergence uniforme sur 9D(0, R) qui est compact, nous pouvons ainsi échanger la

somme et 'intégrale.
1 yg f(Q)
Z <27TZ 2D(0,R) Cn-‘rl C

n>0

Vv
=:an

C’est la partie réguliére de la série de Laurent, qui converge Vz € D(0, R).
2. Contribution de (II) : |¢| < |z| = % < 1, donc

- 1 1 _1' gn_ ¢
C—z_z—c_z(lfé)_z T;)(Z) _Zzn-l—l’

z n>0

avec convergence absolue uniforme en z € K C A(0,r, R) et uniforme en { € 9D(0,r).

Ainsi,
-1 f(©) 1 e
- de = — J
21t Jop(o,) ¢ — # ‘ 2mi Jap(o,r) 1) nZZO o+l ¢
-1
= _(n‘H)i N = k md
nZZ:Oz o §éD(07r) f(C)C ¢ kzz:ooz yé)D(o,r) Ck+1 ¢
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5.2 Analyse des singularités des fonctions holomorphes

Définition 5.16 ((vraie) singularité). Soit U C C un domaine. Soit z, € U¢. Supposons que
"z, est entouré par U", dans le sens ou 3¢ > 0 tel que A(z4,0,e) C U. Enfin, soit f : U — C
holomorphe. Alors z, est une (vraie) singularité de f si f n’est pas prolongeable de maniére
holomorphe en U U {z,}, ce qui équivalent par Riemann a f est non bornée autour de z,

Question : quelle est la structure des (vraies) singularités ?

Définition 5.17. Soit z, une vraie singularité de f. Soit ), -7 a, (2 —2)" la série de Laurent de
f dans A(z.,0, e ) telle que A(z4,r,e) C U, VO < r < e. La partie singuliére Z_l

n=—00
>0

est non triviale si z, est non-effagable.

an(z—24)"

1) Si la partie singuliére est finie : On appelle z, un pdle de f, et on dit que f est méromorphe
(1) Sila partie singulié t finie : On appell pole de f, et on dit que f est mé ph
en zy.
Alors Z;i_oo an(z — z)" = Z;i_k an(z — z4)" tel que a_y # 0, k > 1. On appelle k
Uordre du pdle. Si k = 1, z, est un pole simple, si k = 2, c’est un pole double, etc.
1) S’il y a une infinité de termes ans an(z — z)™. Alors z, est appelée singularité
1) S’il infinité de t 0d ner ™Al t lée singularité
essentielle.

5.3 Fonction méromorphes

Définition 5.18 (méromorphe). Soit U C C un domaine. Soit {2;};>1 (ou alors {z;}1<j<n) une
collection au plus dénombrable de points de U sans qu’il n’y ait de points d’accumulations des
zj dans U (il peut y en avoir sur 9U). On dit que f est méromorphe sur U, pourvu que f|y, oil
V =U\{%;} est holomorphe et chaque z; est un pole de f.

Exemple 5.19. (i) U = C,{z1,22} = {0,1}, f(») = 1+ L. f: vV = C\{0,1} - C
est holomorphe et 0,1 sont des poles de f. Si z, = 0 : f(2) = % + > 502", converge
sur A(0,0,1). L’ordre des poles vaut la partie principale ne contient que_%. Sizy =1:
flz) =21+ 1_&_2) =-—1 4+ > nso(—1)"(z — 1)" qui converge sur A(1,0,1).

z—1

5.3.1 Structure générale des fonctions méromorphes

Il est important de d’abord classifier les poles

Proposition 5.20. Soit f : U — C holomorphe, z, € U¢ une (vraie) singularité de f. Alors
2z, est un pole si et seulement si {k € N | (z — 2,)*f(2) est borné autour de z.} # (). De plus,
n=min{k € N | (z — 2,)" f(2) est borné autour de 2.} est l'ordre du pole z,.

Démonstration. "=" Supposons que z, soit un pole de f. Donc f(z) = ~=2 + -+ + =L +

(z—z)™ Z2—2Zx
> k>0 @k(z — z)¥ converge sur A(z,0,¢), pour £ > 0 suffisamment petit. Ensuite,

(z—z)"f(z)=a_p+ -+ (2 — z*)Zak(z —z)* a_,#0

k>0
— nec{keN]|(z—2)"f(z) borné autour de z,}.

De plus, n est minimal. En effet, f(2) - (z — 2,)" 1 = 222 + ... et

Z—Zx%
autour de z, car a_, # 0.

a—n
Z—24

n’est pas borné

"<=" Soit z, € U° une singularité telle que {k € N | (z — z,)¥f(2) borné autour de z,} soit
non vide. Soit n minimal avec cette propriété. Alors (z — z4)" f(z) est borné autour de z,.
Par Riemann (théoréme 5.2), z, est effagable comme singularité pour g(z) = (2 — z)" f(2).
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Ainsi, f(2) = 3150 br(2— 2%, pourva que z € D(2,, )\ {24}, ce qui finalement implique
que z, est un pdle car la partie singuliére de la série de Laurent est finie.
O

Par cette proposition, on déduit I'implication suivante :

> kz0 br(z — z)F

, by #0, n= ordre du pole en z.
(z —2)"

f méromorphe en z, = f(z) =

Proposition 5.21. Soit U C C un domaine. Soient f, g : U — C holomorphe, avec g #Z 0. Alors
le rapport h(z) = (( 2) est méromorphe sur U, ses poles étant un sous-ensemble de l’ensemble des
(h

)
) € N(g)-

Remarque 5.22. L’inverse est aussi vrai (on ne le prouvera pas dans ce cours)

zéros de g, noté P

Démonstration. Nous devons distinguer différents cas sur la position de z, € U
— Si 2z, € U est tel que g(zx) # 0, alors ( ) est bien défini autour de z, et est holomorphe.

— Si 2z, € N(g), on peut exprimer g(2) = >, < an(z — 24)" oit k > 1 est 'ordre du zéro. De
fait, ax # 0 sur un disque d(z,d) avec § > 0 suffisamment petit. De la méme maniére,
f(2) =2 ,51bn(z — 2)" o 1 > 0 et by # 0 sur le méme disque (quitte & diminuer 9).

On peut alors exprimer le rapport des deux fonctions sur le disque de la maniére suivante :

flz) _ (- 2 )Y s bz — )"
9z~ =) Y o an(z — ) F
= (Z - z*)l_kh(z)

ot h(z) est holomorphe autour de z, et h(z,) = 5—2 € C*. On distingue alors 2 cas possibles

— Sil > k, alors z, est une singularité effacable

— Sil < k, alors on a un pdle d’ordre k — en z, parce que ch((j; = 2—2(2— z) P O((2 -
Z*)l7k+1)

Remarque 5.23. En fait, la formule h(z,) = CIZ—L nous sera utile plus tard.
Ce résultat nous permet en fait d’établir un résultat utile concernant le logarithme complexe

Proposition 5.24. Soient U C C un domaine et f méromorphe. Alors, h(z) := ];((j)) est méro-

morphe sur U avec uniquement des poles simples P(h) = P(f)U N(f)

Démonstration. Comme dans la preuve précédente, on doit distinguer différents cas quant a
I’appartenance de z, € U.

— Siz € N(f)U P(f), alors clairement, % est holomorphe autour de z,

— Si z € N(f), f est a nouveau holomorphe autour de z,. Il s’agit de se ramener au cas
particulier de la proposition précédente.
En fait, on remarque que, dans la proposition précédente, f correspond a f’ et g correspond
& f dans notre cas.
On écrit alors

oo oo
= Z an(z —2)" = (2 — 2,)F Z an(z — 2)" F avec k > 1 et ag, #0
n>k n>k

49



et similairement

o0 oo
= Z ann(z — 2)" L = (2 — z,)F ! Z ann(z — 2)" % avec k> 1 et ay # 0
n>k n>k

Dans la preuve précédente, on peut alors poser [ = k — 1,b; = kay, et donc, 'ordre du pole

fTI en z, est donné par k — [ =1, c’est donc bien un pdle simple.

Si z, est un pole d’ordre k de f, alors on a une série de Laurent représentant f en

D(z,0)\{2:}

k 00
f(z):z(zi;;)n—i—z%(z—z*)n, a—p # 0
n=1 * n=1
_ G zk: a_pn/a_y Z I ytk
(z — z)F = (z— 24 )k —ay
k 00
-ty (S S e

On peut alors décrire une nouvelle suite {bn}%ozo telle que b, = aa":: sin#ketb,=0si
n = k. Ceci nous permet d’écrire

1) = g e

De la méme maniére, on peut écrire

k
-1
Z T n+1+Zann
n=1
_ —ka_p, Z —Na_n, _z)k_n"’i anpn (2 — 2t
(2 — 2 )k F1 —ka_ k * = —ka_y, *

Et on définit de également {c,}7% telle que ¢, = % sin#ketc =0sin=k.
On peut donc écrire

—ka_ k
!
Ceci nous permet d’exprimer le rapport
f(2) _ G nmobalz 2" (Zi‘;o bu (= — >>
f(2) (;2% o o Cnl(z — z)" (z = 2) \2nZgcnl(z — 2)"
_ —k (1 4 Dm0 bn(z = 2)" = 3% gen(z — z*)”>
(z = 2) 2 onzo Cnlz = 24)"

_k | <1+ Zzoo(bn—cn)(z—z*)”>

(2 = 2 2 im0 Cn(z = 2)"

Alors z, est encore un poéle simple.
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5.3.2 Fonction méromorphe particuliére

Le but de cette section est de s’intéresser a la fonction cot(z) = Z?jg)) qui est méromorphe

sur C.

En exercice, on a montré que

cot(z *+Zzz_n22

qui est bien définie et holomorphe sur C\{r - Z} et peut étre prolongée de maniére holomorphe
sur C. Pour simplifier les notations, nous allons en fait nous intéresser a la fonction

7Tc0t 7rz 7-1- E
22—n2

qui peut également étre prolongée de maniére holomorphe sur C\Z
Théoréme 5.25.
meot(mz) = — —|— 1
P s (5.1)
n>1
Pour prouver ce résultat, nous allons avoir besoin de 2 autres résultats.

Lemme 5.26. Si g(z) note le coté gauche ou le coté droite de 5.1, on a que 2 - g(2z) = g(z) +
9(z+ 3), pourvu que z € C\{3Z} ot 3Z :={in, n € Z}

Démonstration. Soit

z): = meot(mz cos(r2)
9(2) t(r2) sin(7z)
B 7Tcos(27rz)
2-9(22) =2 sin(27z)
_ cos?(mz) — sin?(n2) _ [cos(wz) _ sin(7z)
sin(7z) cos(mz) sin(mz)  cos(mz)
. cos(mz)  cos(mz+ F) — eot(ms) - meot(ms T
B [sin(ﬂz) sin(mz + g)} t(mz) + mcot(mz + 2)
= 9(2) + 9=+ 3)

On montre alors le méme résultat pour l'autre coté de 1’égalité

1 2z
= — —_— 1
9(2) Z+222_n2 un Z+Zzz_n2]

N—oo
n>1
2N
1 2z 2z 1 1
gN(Z)'_z—i_zl:z?—nQ’ 22—n2_z—n+z+n
a z—n
n=—2N
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2-gn(22) = ) 222_n: >, Z_lﬂ
= n=

n=—2N =—2N 2
- 1 B 1
Sy Eon Ty Ets—n 2+ 5+ N

En supposant N € 2N, on voit que

1 1
2. gn(22) = + t5) - T T v
9N (22) = gny2(2) + gnya(z 2) z+3+N

En passant a la limite N — oo, le dernier terme s’annule asymptotiquement et on a bien

2-9(22) = g(2) +9(z + 1), 2 C\(5 2}

2
O
Lemme 5.27. Si h est une fonction entiére et satisfait la relation
2. h(z) = h(z) + h( + %), Vs e (C\{% 7} (5.2)

alors h est constante

Démonstration. Considérons le disque D(0,2), on remarque que h est continue sur D(0, 2) et elle
prend son maximum sur le disque fermé dans z, € D(0,2), alors |h(z)| > |h(z)| V2 € D(0,2).

D’aprés 5.2, si on pose z = on a

2 )
2-h(z) = h(5) +h(5 +3)

Or, si 2, € D(0,2) on a que % et Z + 1 € D(0,2), de fait,

z 1
2[h(z)| = |h(Z) + h(Z + 5)
2 2
Zx Zx 1
<|h h(—= 4+ =) < 2|h
<IN+ B + )] < 2Ah(=)
Alors, on peut écrire
O = 11+ 5)] = Ih(z)]
_ — _— — = zZ.
2 2 2 :
Remarquons que, si [h(%)] < |h(% + 3)|, (ou linverse) alors on aurait |h(%)| < |h(z)| <
\h(% + 3)|, or, |h(z)| est un maximum de h donc cette inégalité est impossible.
De fait, on sait que % est également un maximum qui est compris dans I'intérieur du disque,
alors, par le principe du maximum, h est nécessairement constante sur D(0,2) 0

Avec ces 2 résultats, nous pouvons finalement démontrer le théoréme

Preuve du théoréme. On commence par poser h(z) := mcot(mz) — [ + D>t 22+n2 . D’apres

le premier lemme, on a que 2 - h(2z) = h(z) + h(z + ) pour tout z € C\{3 Z}, or, comme h
peut étre prolongée a une fonction entiére, la relation est vrai pour tout z € C. En utilisant le
deuxiéme lemme, on peut conclure que h est une fonction constante. Il reste & montrer que cette
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constante est en fait 0.
En fait,

1 2z cos(mz) 1 2z
C = h(z) = wcot(mwz) — 2 —I—Zm = (Wsin(ﬂz) - z> - Z 22 _ 2

n>1

_ 7z cos(mz) —sin(mz) Z 2z

zsin(7z) 22 —n?
n>1
=:h1(2) —ho(2)
Ensuite, on peut voir que
. L ma(l= T () — (m2 - TE () L T ()
lim h;(z) = lim 33 = lim
z=0 z—0 z(mz — = + 0(25)) 220 22 — % + o(29)
~ lim -2z 4+ 0(2) 0
=0 67+ o(z)
Ainsi que
2 2
lim ha(z) = lim 5 & 5 = lim 5 =20
2 z—0 e} ZAOnzlz—;n

Théoréme 5.28. La relation suivante est vraie’

o0
sin(mz) = 7z H(l —
n>1
Démonstration. Considérons la série formelle
2 2
z 1 z
Zlog(l - ﬁ)’ |z| < 2 1- 2 € C\R_
n>1
1

2
. L. . 2
Ensuite, on montre dans les séries d’exercices que ), -, log(1 — Z;) converge normalement pour

Si on définit g,(z) = Z—z avec |z| < alors on a que ) - gn(2) converge normalement.
r = |z| < § ot log est la branche principal du logarithme naturel définit sur C\]R De fait, on
aque - log(l — Z—z) est holomorphe en D(0, 3). Enfin, on restreint z € D(0, 3)\R_, alors la
fonction h(z) := log(mz) + >3 log(1 — Z—z) est holomorphe. On explicite alors

[e o] o0

—2z/n? 1 2z
7+Zl—2’2/n2 —;"‘Zm—ﬂ'COt(ﬂ'Z)

n>1

De plus, si 2 € D(0,3)\R_, alors sin(rz) € C\R_, donc log(sin(z)) est bien définie avec la
branche principale du logarlthme naturel et on peu expliciter

og(sin(mz ’:WCOS(WZ)
(og(sin(r=))) = 7 7

= 7 cot(mz)

1. Le produit infini est formalisé en séries d’exercices
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Alors, on a
1
[h —log(sin(72))]' =0, =z € D(0, 5)\R—

h —log(sin(mz)) = C <= h(z) =log(sin(nz)) + C, =z ¢€ D(0, %)\R_

On peut alors poser

eh(z) _ elog(sin(wz))-{—C

2

plog(m2)+3 2,5, (log(1-75)) _ C sin(rr2)
Z2

TZ - H(l - =)= e - sin(7z)
n>1 n

2
mz z C
- 1—-—)=e
sin(mz) H( n2)
n>1
Ou on peut laisser z — 0 pour voir que €© = 1, alors I'égalité est vérifiée. O

Epilogue
On se souvient que sin(rz) = 7z - [[>2 (1 — i)

Corollaire 5.29 (L. Euler 1735).

2T e
—n 6

Démonstration. Considérons la fonction hy(z) = 7z - Hﬁ:l (1 - Z—i), ke N.

lim hy(z) = sin(7rz) localement et uniformément.
k—o0 (*)

1

1 1
hi(z) =7z —m- (14 o5+ o5+ 4 15)2° + 27 ai(2),

ol gk (z) est un polynéme d’ordre 2k—4. On a ensuite —7T(1+2i2+3%+' : —i—k%) = ﬁ faD(O 1) h’Z—gf)dg.
Si on laisse k — oo, par la convergence localement uniforme de hy(2) U) sin(mz),
*

1 ) 1 hi(€) 1 sin(7()
- —) = lim — ¢ = — d
(nZ::l n2) k—o0 271 8D(0,1) C4 21 8D(0,1) C4 C

(en utilisant la formule de Cauchy pour les termes d’une série analytique) Enfin, si on écrit
33
sin(m¢) = 7 — 5= + O(C7),

)

i. sin(irC) d¢ = _
2mi Jopo,1) €

=1 2
— _— = —,
7; n?2 6
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5.4 Fin de la classification des singularités
Soit U C C un domaine, z, € U, f: U\{2} — C une fonction holomorphe. Alors
z, (vraie) singularité <= f mnon bornée autour de z,

(vraie singularité : pole ou singularité essentielle).
On peut toujours approcher une singularité essentielle sans exploser.

— Dans le cas d’un pole,

2z, pOle de f <— zli_r;rlz*|f(z)| =00
< VM >0,36 >0 : |f(2)| > M, Vz € D(z,0)\{2}

— Dans le cas d’une singularité, on a une classification donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 5.30 (Casorati-Weierstrass). Si z, comme auparavant est une singularité essentielle
pour f: U\{z} — C, alors pour tout § > 0, l'image du disque poncturé D(z,,0)\{z} par f est
dense dans C. Ce qui est équivalent a f(D(zx,d)\{2+}) = C.

Remarque 5.31. On a le théoréme de grand Picard qui nous dit que

C
C\{a}

Démonstration. Supposons par I'absurde que Casorati-Weierstrass est faux. Alors il existe un

d > 0 tel que f(D(z4,0)\{2+}) n’est pas dense. Alors

f(D(z,0)\{2}) # C <= Fp € C,e >0 t.q. D(p,e) C (f(D(2x;0)\{2:}))"
<~ |f(2) —p| >¢e, Vz€ D(z,0)\{2+}

F(D(z; 0)\{2:}) = {

En particulier, la fonction g(z) := m est bien holomorphe sur D(z4,d)\{z«} et bornée ici. En

effet, [g(z)| < 1 < 00, Vz € D(2,0)\{2}. D’aprés Riemann, elle peut étre prolongée de maniére
holomorphe & D(z4,d). Enfin, on a

1
f(z) = ORI D(zx,0)\{2+}

_14p-g(2)
9(2)

mais ceci est méromorphe car g(z) #Z 0, donc f n’admet pas de singularité essentielle, ce qui est
une contradiction. O

5.4.1 Théoréme des Résidus

Motivation : Si U C C un domaine, f : U — C holomorphe, et v : [0,1] — U un lacet
contractible en U. Alors on a montré que

[Yf(z) dz = 0.

Que se passe-t-il si f n’est pas holomorphe mais est
1. méromorphe ;

2. telle qu’il y a des singularités essentielles ?
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Théoréme 5.32 (Théoréme des Résidus). Soit U C C un domaine, soit F' C U un ensemble
fini, soit f: U\F : C holomorphe et enfin soit ~y : [a,b] — U\F un lacet contractible en U. Alors

2m/f dz—Zres(f p) - ind(7, p).

peF

Ici, on définit res(f,p) comme le coefficient de (2 — p)~! dans la série de Laurent présentant f
autour de p.

00 -2
— f(Z): Z an(z—p)n: Z an(z—p)n—|— &—’L zZ—DP +Zan Z—=p

e e res(f.p) n=0

Démonstration. Pour tout p € F', on a une description locale autour de p comme série de Laurent
pour f :

o

f(2)="> an(z=p)", z€ D(p,5)\{p}
-1
= ; an Z—D +Z>:Oan Z—=D

Par la proposition 5.14, on a que

f(z) = 1/ f(odg—l./w(o ) 1) d¢, Vze Alp,rR).

2mi Jop(o,r) ¢ — # 2mi (—=z

part. rég. part. sing.

En particulier,
-1
D SRR

27’(’2 8Dp7‘)C_Z

n=-—00
Comme r < |z| est arbitraire, on peut laisser » — 0. On voit que

-1

> ol py

n=—oo

converge localement uniformément vers une fonction holomorphe sur C\{p}.
Pour démontrer le théoréme, on va réduire au cas de f holomorphe en U. En fait, pour chaque
p € F, on soustrait la partie singuliére de f :

f(z) = g(2) ZZ p)z— ,

pEF n=—00

et on obtient une fonction réguliére partout en U, donc holomorphe. Comme v est contractible
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en U, on déduit que

1

5 . g(z) dz=0
1 71 > (P) n
— i f(z)dz:z%_i Z a,) (z —p)" dz
v pGF T n=—oc0
1 —2 1
= e (p) _ n P o —1
27ri/<z an’ (2 p)) dz+za—1 2mi (z=p)" dz
-2
1 .
= 27”/ ( > a%p)(z—p)”> dz+ 3" res(f,p) - ind(y,p).
peF 7 \n=—0c0 peF

Pour (I), on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.33. Pour chaque p € F', les fonction 2_2 a?

e 0n - (z—p)" admettent une primitive
holomorphe en C\{p}.

Preuve du lemme. On définit

n+1

F(z)= Y a%p)(z;i)l.

n=—oo

La série converge localement uniformément en C\{p} vers une fonction holomorphe, ce qui donne
F(z). et F'(z) = 32 a(p)(z — p)™. La chose clé est que —i— est bien défini si n < —2, mais

n=—oo =N n+1
pas sin = —1. O

Ainsi, par le lemme 5.33, on déduit que

-2

3" APz —p)" = F'(2), ¥z € C\{p},

n=—0oo

Donc on a
-2

/V < > aP(z —p)"> dz = [yF’(z) dz = 0.

n=—oo
Ce qui conclut la preuve. O

Pour appliquer le théoréme, on doit savoir comment déterminer le résidu res(f,p) pour f :
U\{p} — C holomorphe.

Proposition 5.34. Soit U C C un domaine, z, € U, et f : U\{z.} — C une fonction holo-
morphe.

1. Si z, est un pole simple, alors res(f,z,) =lim,—s, (2 — z) - f(2).
£

2. St f(z) = Mz) e U\{z«} et f,g: U — C holomorphes, et si z, est un zéro simple en z,,

9(z)’
alors res(f, zi) = :,((ZZ**))

Remarque 5.35. Si z, est un zéro simple de g, alors ¢'(24) # 0.

St zy est un zéro pour h, alors z, est une singulartié effacable de f.
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3. Si f est méromorphe en U, et z, € P(f) UN(f), alors la fonction h(z) = LG ost méro-

f(2)
k stz € N(f), d’ordre k > 1
morphe, et a un pole simple en z, de résidures(h, z,) = - (£) - .
—k stz € P(f), dordre k> 1.
Démonstration. — Pour le point 3, la démonstration a été faite dans la preuve de la proposi-
tion 5.24.

— Pour le point 1, d’aprés I’hypothése, on a

fE)=asi(z=2)" 4 ) an(z—2)" = (2= 2)  f(2) =aci + ) an(z —z)"

n>0 n>0
= lim (z — 24)f(2) = a1 = res(f, z4).

Z%

— Pour 2, la derniére semaine, on avait montré que sous les hypothéses de 2, soit que z, est
effagable (si h(z.) = 0), soit que z, est un pole simple (si h(z.) # 0). Dans cette derniére
situation, d’aprés 1, on a

b B
A =) ) T gy
parce que
lim g(Z) — lim g(z)—g(z*) —g/(z*)

Exemple 5.36. Différents cas ot ce théoréme peut étre utile :
— Si v est un lacet simple c’est-a-dire {p € Clind(y,p) # 0} # 0, alors, ﬁfv f(z)dz =
ZpeF res(f7p)

— Supposons que f est méromorphe en U avec des poles en F et f est non identiquement

nulle en U
1 / 1'(z) .
o dz= )  vf(p)ind(y,p)
2mi J, f(2) Z;: f
N(f)uP(f) — R
ot vy(p) : N k, si p est un 0 d’ordre k de f
—k, sipest un pole d’ordre k en p

5.4.2 Applications du théoréme des résidus

Exemple 5.37.

+o0 N1 N
/oo Ty = yim, [ Tt = lim farctan@)] oy ==

En passant par les nombres complexes, f(z) =
p = *i.

On peut alors considérer le chemin v : [0,1] — [N, N] et 72 : [1,2] — [V, —N] tel que 7, est
la ligne droite et 2 est ’arc de cercle supérieur centré en 0 reliant N a —N.

Alors, le théoréme des résidus nous donne

L[ pe)dz = Y ves(f.p) = ves(f. )

2mi Y1Uy2 peF

I +1Z2 est méromorphe et ses poles sont précisément
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On peut alors calculer expliciter

11

res(f,i) = lim(z — i) f(z) = lim

Alors,

/ f(z)dz=m
Y1Uv2

Pour obtenir f_t;o 1+%dac, on interpréte le calcul précédent comme

T = / f(z)dz = (z2)dz+ [ f(2)dz
Y1Uv2 " V2
Mo

—/]]\;f(z)dz—i— Wf(z)dz_/Nl—i—a:?+/wf(Z)dz

Il reste & montrer que limy_, f’vz f(2)dz = 0. Pour ceci, on utilise la propriété (5) des intégrales

basiques.
| s
2

Et on peut écrire z = Ne?™ avec t € [0, 3] et

1
1422

< {(y2) max |f(z)| = 7N max
Z€72 ZE72

N2
\1—1—22\2\22]—1:]\72—127 pour N > 2

Il suit que
1 27
< < —
TN max|f(2) TN mm S § o
Donc
N

lim ——drx =
Notoo J_n 1422
Proposition 5.38. Soit f, une fonction méromorphe sur C avec un nombre fini de péles. De
plus, supposons que |f(2)| = o(ﬁ) si |z| = +oo = limp, 1 [f(2)||2]| = 0.
Alors, sl n’y a pas de pole sur R, on a

/Oo f(2)dz = 2mi - ) pe p(pynm+ es(fp)
- =273 pep(yrm- es(f.p)
Démonstration. En fait, on construit les mémes chemins v; et 72 puis on divise & nouveau

I'intégrale en sa partie réelle et 'arc de cercle. On montre que cette deuxiéme partie tend vers 0
comme suit :

) < I < T _
Jm | 16e| < Jim e || < v Jm N e (2 =0
ou la derniére égalité est justifiée car f(z) = o(ﬁ) par hypotheése. O

Exemple 5.39. Une autre classe d’intégrales définies :

/0 i R(cos(0),sin(0))do

ot R(z,y) est une fonction rationnelle sans singularité sur le cercle 22 + y? = 1
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Proposition 5.40. On a que lintégrale précédente est égale a 2mi ZpeP(r)mD(O 1) res(r,p) ot

r(z) = 2R(3(z+271), 5(z — 271)), alors r est une fonction rationnelle et méromorphe.

Démonstration. D’aprés le théoréme des résidus, on a

! r(z)dz = Z res(r, p)

2mi Jap(o,1) peP(r)ND(0,1)

2
/ r(z)dz = / (l(ew + ew), l,(eia — e”'e))dG
aD(0,1) 0o 2 24

2m
= /0 R(cos(0),sin(6))do

Exemple 5.41.

1
0),sin(f)) = ——— 1
R(cos(0),sin(0)) P sin(9)’a >
On introduit alors,
1 1 2 2

r(z) = =

_Ea—f—%(z—z_l) :z(2ia+z—|—z_1) 22 4 2iaz — 1

Les poles de R correspondent aux zéros de 22 + 2iaz — 1

=—da+tV1—a?=—iativa®—1

Un seul de ces points est dans le cercle, il ’agit de p; = —ia+iva? — 1 car py = |—ia—iva? — 1| >

1
2 2 : 2 1
Alors, g = =N res(r,p1) = lim,,,, (2 — p1)r(2) = TRy Enfin, on

peut conclure

2ia + \/(2ia%) + 4
2

P12 =

27 1
/.w:fh
o a+sin(f) a2 —1
5.4.3 Transformé de Fourier

Etant donné une fonction f continue, formellement, on pose
. 1 [
O =5 [ ey
2 J_

Proposition 5.42. Soit f une fonction méromorphe sur C avec un nombre fini de poles. En
plus, supposons qu’il n’y a aucun poéle sur R et que |f(z)] = O(‘%') si |z| — oo, c’est-a-dire
3C >0 t.q |f(2)| < %
Alors, on a que f(&) et

f(&) = 12 peP(f)rE* res(e ¢ f,p)  si £<0
—i 2 e p(p)nm- Tes(e” " f,p) si €>0
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Démonstration. On utilise la méme idée de preuve que précédemment en posant la limite et ’arc
de cercle.
Soit O, I'arc de cercle supérieur comme définit précédemment, on pose alors

M
[ [ et =i 3 reste )
-M cl pEP(f)NHF

et on introduit le lemme suivant :

Lemme 5.43. Sous les hypothéses précédentes sur f, on a limp_o0 [+ e f(2)dz =0 si € <0
) M
et imps_yoo fC* e f(2)dz =0 si £ > 0.
M

Démonstration. On se contente de prouver le cas € < 0. En fait, si z € HT, on sait que I'm(z) > 0,

e8| = efte(=i28) — Im(2)E < 1 et limy,| o0 e!™(#)& = (0. Ensuite, on décompose l'intégrale

Jo+ en deux portions; on paramétrise C}f; par t — Me™ ou ¢t € [0,7]. On pose § > 0 et
M . .

C’]J\}’l ={Me" t €[0,8] out € [r,m— 5]} et C]\JC[,Q = {Me",t € [§,m— 6]} On peut alors borner

/C e f(2)dz

< E(C]'\"/[’l) max |f(2)e*| < 26M max |f(2)] <20C

v 2€Cyy 2€Cyr
Ensuite,
SAC'
/ eizéf(z)dz < M max |eiz5f(z)| <mM max |f(z)|- max M sin(t)¢
Cira 2€C 2eC, t€[6,m—0)

Or, sin(t) > sin(d) > 0 donc si § > 0 est suffisamment petit et choisi, on a que lim ;o €M SM1E =

0 (car £ est négatif) pour tout ¢ € [0, 7 — J] uniformément. Il suit que pour un ¢ > 0 fixe, on a

I T f(z)dz| =0
Mlinoo LL ) € f(Z) i
Ensuite, on avait que
/ e " f(2)dz| < 26C
C+

M,1

Etant donné e > 0, on choisit § > 0 tel que 26C < 5. Ensuite, on choisit M tel que

/ f(z)e #¢dz
ot

M,2

<5
2

Et il suit que pour M suffisamment grand, on a

(z)e"#¢dz| < / e B f(2)dz| + / e 28 f(2)dz
Cir Cira Cira
<L
SaS .
2 2
Comme € > 0 est arbitraire, on a limp/—400 | [+ f(2)e"38dz| si £ # 0 O
M
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Chapitre 6

Théoréme des nombres premiers

Théoréme 6.1 (Théoréme des nombres premiers). Si on appelle w(x) := #{p | p < x et p premier},

alors

lim &)y (6.1)
5 o log(@) |
Autrement dit, m(x) ~z—00 %.

Dans ce qui suit, p désigne toujours un nombre premier.

Démonstration. Notre but est de montrer que

<
- im =Ty

{p <z}~

log()

Supposons que c’est vrai, il est alors naturel d’introduire la fonction suivante :

O(x) := Zlogp. (6.3)

p<z

Lemme 6.2. On a que le théoréme est vrai si et seulement si limg_ oo @ =1.

Preuve du lemme. Supposons que (6.1) est vrai. On veut montrer que

(I.) limsup,_, ) <1,

€T
(I1.) et liminf, o 22 > 1,
Pour (I.), (6.1) implique qu’étant donné € > 0, pour z suffisamment grand, on a 7(z) <

(14 ) g5 Alors

O(x) = Zlogp < Zlogaz =logz - -7(x) < (14 ¢)z.
psz psz
Donc @ <1+4e¢€. On en déduit (I.).
Pour (I1.), soit 0 < ¢ < 1 arbitraire. On peut décomposer 0(x) de la maniére suivante :

H(x):Zlogp:ZIng—i— Z log p.

p<lz p<cx cx<p<lz

Considérons dans un premier temps la premiére somme,

Z logp > log(cz) - #{p : cx <p <z} =log(cx) - [r(z)— m(cz)].
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On en déduit 'inégalité

0(x) = log(cx)[r(x) — m(cw)]
= 0;) > log(cx)——= (x) log(c:n)ﬂ(;x) = log(cx)7r(;) — clog(cz) - W(Cf:)

Par hypothése et comme c et cz ne différent qu’a une constante prés, log(cz)~; @) 4 et log(cz) -

m(cx)

o — 1, donc en passant a la limite,

1iminfM >1-—c
Tr—+00 xX

Etant donné que cette inégalité est vraie pour tout ¢ € (0, 1), on en déduit (I1.).
Il reste encore & montrer 'autre implication. On a d’une part que

lo .
| = i rse o8P < lim 28@) (@)
T—00 X T—00 xT

D’autre part, soit € > 0 :

T xlfs
~Slopz 3 logp > loglel ) (n(e) — n(e ) = (1 - &) ogla)ata) (1- T Y.

p<z rl-e<p<z
Notons que 7(z'7%) < 2'7¢ et §(x) < 7(x)log(z). Donc

7 (z17°) rl=e ' clog(z)  a'"Flog(z) =

= T a@ = 0 = 0@

270w T @

Comme z/0(x) — 1,

1—¢
0> lim _me ™) > lim z~°log(z) = 0.
Z—00 77(;1:) T—$00

(

l1—e
Donc, pour tout € > 0, dz. > 0 tel que pour tout =z > ., z(m) ) ‘ < € et donc pour tout x > =z,

0(x) 7 () log(x)

() 2 (1 - ePm(a)log(e) = —2 > (1— e AL
Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit (I.). O
Il ne reste plus qu’a montrer que lim,_, o @ = 1. A priori, @ pourrait ne pas étre borné

Si x — o0.

Lemme 6.3 (Chebyshev). On a que

i.e. il existe une constante C' > 0 telle que
O(z) <C -z, Vo > 1.
Preuve de la proposition. Le point de départ est le théoréme binomial.

2n '
2= (14+1) = (27'1) - (2: > B Em > ] €8P = ¢Sretnan EP = Hm)-0)

j=0 J p€E(n,2n]
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En effet,

(n1)?  (nl)? "
pour tout p € (n,2n], (n!)? fp, donc
2n | |
PE(n,2n] p pE(n, 2n] n! v pE(n,2n]

Comme e > 2, il s’ensuit que 2n > log(2?"), donc
2n > 60(2n) — O(n).

Maintenant, pour tout x > 1, on peut trouver n € N tel que x € [n,n + 1), et donc

0(x) = 0(n),
0(2z) —0(2n) = Z log(p) < log(2x).
2n<pl2z

Il s’ensuit (pour x > 1) que
0(22) — 0(z) < 2z + log(2z), O(z) — e(g) < 2 + log().
Soit m := |logy(x) |, de sorte que
m<logy(z) <m+1 = 2" <z < 2™l — 1§2%<2.

On écrit alors une somme télescopique :

6(z) = [6(2) = 0] +16(5) — O] + -+ Blga) = (5] + 65
Donc,
m— 1 2 m—1
() )+ — 05l S 0) + Y (55 +1os(55)) -
JZO 7=0

Or, 1 < 517 <2, donc 0(557) est borné par une constante absolue Co > 0. De plus,

ERE O

5>0
et
m—1 m—1 m(m —1)
2 log ;) log(z) — jlog2) = mlog(x) — log(2) 5
< mlog(a) < logs(a)log(x) = (2551 log(o) = (-5 log(o)”
Finalement,

0(z) < Co + 2z + Cplog(z)? < 22 4 Cylog(x)? < Cx

Ce qui conclut la preuve du lemme.
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Afin de montrer que lim,_, 1 @ = 1, on doit montrer que l'intégrale suivante converge :

M
0(z) —
lim LQQC dx. (6.4)
M—o0 1 X
En fait, selon le lemme suivant, ceci est suffisant.
Lemme 6.4. Supposons que
M
0(z) —
lim LQQE dx =:C
M—o0 1 Xz

existe dans R, alors

lim —= = 1.
r—00 I

Remarque 6.5. Dans le cas ot la limite existe, on devrait la noter

/ 9(@72_%0@_
1 X

. . . 0(x
Preuve du lemme. Supposons par 'absurde que le lemme est vrai mais que lim,_ oo % # 1.
Alors, au moins une des deux affirmations suivantes est vrai :

0 9
hmsup@ > 1, liminf 2% <1,
T—00 Y T—0o0

Supposons la premiére, I'argument pour la deuxiéme est similaire. On peut alors trouver une
suite {xy }n>1, Tn —— +00 et telle que IX > 1 tel que
- n—oo

0(zn)

>\, Vn > 1.
Tn
On obtient alors que
Az A4l Al
nf(z)—x 2 ™ A\py, — A—1 zdy A-—-1 2
—— — dx > dx > — = -1 — =:a>0.
/:vn x? ve /xn x? te Ty . x? 2 [ A+ 1] “

En effet, (x) est croissante, on a que 0(z) > Az, sur (zn, A\xy,), et Azy, —x > 0 sur (zp, Azy,).
Mais alors la limite (6.4) ne peut pas exister, en effet, cela impliquerait que

ALy _ Aznp, _ Tn —
/ ‘)(x)mdx:/ Wl’dx_/ O~z . 0.
T 1 1

xz 22 22 n—-+00

n

Ce qui conclut la preuve du lemme. O

Actuellement, la démonstration du théoréme des nombres premiers a été réduite a la preuve
de la convergence de l'intégrale suivante :

/ Ao R (6.5)
1

2

Jusqu’a maintenant, aucune méthode d’analyse complere n’a été employée. La particularité de
cette intégrale réside dans le fait que

o o0
/ @ dzx, / % dx
1 x 1
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ne convergent pas, mais il y a une compensation entre elles. Cette divergence est toutefois rela-
tivement faible, car si on change légérement la forme de 'intégrale :

> 0(x)
/1 xs+1 dx

avec s > 1, alors elle converge. On peut méme supposer que s € C, a condition que R(s) > 1.
La convergence de cette intégrale découle du lemme 6.3. En réalité, cette intégrale constitue un
excellent point de départ pour une analyse plus détaillée : commengons par introduire la fonction

B(s) =Y logp (6.6)

s
> P

Lemme 6.6. La somme définissant ® converge localement uniformément et absolument tant que

R(s) > 1.

Démonstration. C’est une conséquence de la relation

‘ps‘ — p§R(s)7
et du fait que Z p~ %) converge pour tout R(s) > 1. O
Lemme 6.7. On a la relation
> 6(x)
s s dx = ®(s)

Démonstration. C’est essentiellement une intégration par parties : soit

> G(x Pitt f(z P g(z)
8/1 xs+1 :Z / pore) dx—i—s/l dx,

s+l
ot 'on a dénombré les premiers 2 = p; < py < p3 < .... On a alors que 0(x) = Zp<pj log p pour

tout € [p;, pj+1), et donc

Pi+1 (z) e P g()
S/p‘ Jaren] dr = (p;° —p;i1) - Z log p, 8/1 o dx = 0.

J p<p;

En sommant,

S —pyi) - Y logp = 30 80

7>1 P<p; ji>1 p]

En effet, soit n € N*,

WE
=

i N N
S = pii) D log(pk) = Y log(pr) > (0" — Py)
k=1 j=k

j=1 k=1
10g10k
= Z ~ PN Z log(pr).
=1

Or, par le lemme 6.3, 6(z) = O(x), donc 0(pn) /P11 oo 0. Ainsi,
—00

i N
_ . logp; O(pwn) log(p;)
Z p]+1 Z logp = hm Z pjjl)zlog(pk) = A}gnoo % T s = Z s] :
J

i>1 p<p; k=1 =1 L N S

Ce qui conclut la preuve du lemme. O
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Pour avancer, nous devons maintenant comprendre la fonction ®(s). En fait, comme vu
précédemment, il est naturel de considérer I’argument comme un nombre complexe.
Cette fonction a une relation étroite avec une autre, bien plus connue, la célébre fonction zeta
de Riemann :
((s) := Zn_s, R(s) > 1. (6.7)

n>1

La somme converge absolument et localement uniformément dans la région indiquée et définit
donc une fonction holomorphe sur cette région dite. La relation de cette fonction et la distribution
des nombres premiers fut initialement découverte par Euler, qui observa ce qui suit.

Proposition 6.8. Nous avons l'identité

C(s) = Hl_lp_s, R(s) > 1.

Démonstration. En posant la relation |p~*| = p 1) < 1 avee R(s) > 0, on peut déduire que
I’expression suivante

1 <.
j=0

converge absolument et localement uniformément sur la région R(s) > 0. On peut alors réécrire
le produit de la maniére suivante :

1 > . o
I1 T I Dpo= [ O+ +p>+..)=) n" Rs)>1
1<p<ps« p 1<p<p« j=0 1<p<ps« a=0

ou on définit {ng}>2, I'ensemble des n € N dont les facteurs premiers sont strictement inférieurs
a py. On peut alors écrire une nouvelle somme :

1 [o¢] [o¢]
o= I ===
1—p—s
neN 1<p<p« neN a=0 b=0

ot on définit {np};°, 'ensemble des n € N qui posséde au moins un facteur premier supérieur
ou égal & p,. Finalement, on peut écrire

o0

—S
E :”b
b=0

< S -(Zw-S), R(s) > 1

DP>Dx neN
qui tend vers 0 lorsque p, — 400, alors ’expression initiale est montrée. O
. . 1 . .
On a donc montré que le produit [ [, <p<p. T-p=s converge localement uniformément vers ((s)

dans la région R(s) > 1, de plus, on voit que

H;>O, R(s) > 1

_ —S
P L=»p
on peut alors déduire que
1 *
e %5 1og(¢(s), R(s) > 1
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est une convergence localement uniforme. Cela signifie que les dérivées de ces fonctions convergent
également localement uniformément dans cette méme région, alors, cette relation s’applique
également aux dérivées de ces fonctions et on peut écrire

(1og(<(s)))'=</(s)— lim Y (~log(1-p~*)) =— lim > log(p)

C(s)  peotoo 52 pertoo 22

Tant que R(s) > 1, on va alors réécrire I’expression

log(p) _ p*log(p) _ (p"—1)log(p) +1log(p) _log(p) ,  log(p)

pP-1 pp-1) pi(p* — 1) P Pt - 1)
Ce qui nous permet de conclure

_J(8) _—loglp) o log(p) log(p) _ 4s log(p)
¢(s) _Zps—l =2 P +Zp5 —1y =% )+Zp5(p5—1)

S
p p p (p p

Ce qui permet d’établir le lien entre la fonction ¢ et la fonction ®.

log(p)
p*(p*-1)

La deuxiéme somme converge en fait sur ®(s) > 3 et que la fonction s — > est

holomorphe sur cette méme région.

Notre but est a présent d’étendre ’ensemble de définition de la fonction ¢, pour ce faire, nous
allons démontrer la proposition suivante :

Proposition 6.9. La fonction ((s) définie sur R(s) > 1 peut étre prolongée de maniére holo-
morphe a R(s) >0 ot s =1 est un pole simple.

Démonstration. Commengons par considérer la région R(s) > 1 et comparons la somme y 2, n™*

a l'intégrale floo 7 %dx qui converge localement uniformément atour de s.

Commengons par calculer explicitement 'intégrale :

/ x %dx = ! R(s) > 1
1

s—1’

Cette fonction est méromorphe sur C avec un poéle simple en s = 1, Ensuite, voyons que

Zn_s—/mx_sdl‘ SZ/

n>1 1 n>17"m

n+1
n™°% — a7 %|dx
cependant, pour x € [n,n + 1], on a
‘nfs o xfs‘ < ‘S‘ . ’n’fﬂﬁ‘:(s)fl
Alors,

n+1
S e alde < Js] 3 O

n>17" n>1

Et cette somme converge localement uniformément pour R(s) > 0 ce qui implique que la somme

n+1
s Z [n_s — / x_sdx]

n>1

converge a une fonction analytique sur le demi plan R(s) > 0 O
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Cette preuve nous montre que la fonction ((s) — i peut étre prolongée analytiquement &
R(s) > 0. Il nous reste maintenant & montrer que la fonction ((s) ne s’annule pas sur {R(z) >
1} et nous permet d’étendre ®(s) de maniére holomorphe jusqu’a un voisinage de R(s) >
I’argument vient de la Vallée-Poussin et Hadamard

Proposition 6.10. Il n’y a pas de o« € R* tel que (1 + i) = 0.

Démonstration. On peut utiliser la relation (??) pour R(s) > 1. Notons que cette relation, et
le fait que ((s) et la somme de droite s’étendent holomorphiquement a R(s) > i excepté pour

2
la pole simple de ¢ & s = 1, implique que (en prenant € € R}),

lim e®(1+¢) =1,
e—0+

En raison du péle simple de ((s) en s = 1. De plus, en supposant que 1 + ia est un zéro d’ordre

>0 de ¢, et que 1+ 2ia est un zéro d’ordre v > 0, on obtient (puisque ((3) = ((s))

lim e®(1+¢+ia) = —pu,

e—0t

lim e®(1+ ¢ +i2a) = —v.

e—0t+

Observons maintenant 1’astuce suivante, assez magique : pour € > 0,

2 2
4 . log p 4 .
@1 — mra
2 (2+r> e zp:p1+€§2<2+r>p

r=—2
_ Z rﬁig(pmm _|_p—m/2)4 > 0.
p

Il est bien sir essentiel ici que pi@/2 4+ p~ie/2 ¢ R.
Mais alors, en utilisant les relations de limite ci-dessus, on conclut que

2
4
lim € ( ><I>(1+€+i7’a):6—2y—8u20.
— 247

Ce qui est impossible, puisque p € N, et donc 8 + 2v > 8. O

Le lemme précédent implique qu’il existe un ouvert U C C contenant Rs > 1, et tel que ((s)
soit holomorphe sur U \ {1} et n’y s’annule pas. Par conséquent, la fonction

¢'(s)
¢(s)

se prolonge analytiquement a U \ {1}, et il en va de méme pour ®. De plus, la fonction

1

1
H(s) —
s (s) P

est analytique sur tout U.

Avec tout ce travail accompli, revenons maintenant a l'intégrale réelle (0.5), et montrons
qu’elle converge effectivement. Rappelons que le lien entre 6 et ® provient du Lemme 0.5. On
observe maintenant que ce lemme implique que

- 1 *©0(x)—x
1
s ®O(s) p— /1 = dx, Res > 1.

La limite lorsque s — 1 de I'expression du membre de gauche existe, de sorte que la limite de
I'intégrale existe également, mais on ne peut pas conclure a priori que cette limite abstraite est
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M 0(x) —

T
égale a limps 400 fl 2 dx. Ce point est subtil, et nous allons utiliser un argument trés

direct et ingénieux, di & D. J. Newman en 1980(!), pour en déduire la conclusion désirée. L’'idée
clef est une sorte de "résultat taubérien". Pour motiver cela, commencons par changer de variable
dans (0.10) et réécrivons cette égalité sous la forme

s71(s) — 1 _/Oooe(et)_etdt

s—1 ets

[e’¢) 0 ty _ ot
:/ 4Gl Al T N
0 e
Remarquons que le Lemme 6.3 implique que
O(et) — et
el

est bornée. La proposition suivante est alors exactement ce dont nous avons besoin pour conclure
enfin :

Proposition 6.11. Soit f bornée et continue par morceaur sur [0,00), et supposons que la
fonction

g9(2) ::/ e % f(t) dt, Rz >0,
0
se prolonge holomorphiquement & un voisinage de Rz > 0. Alors
T
li =
Plm /0 f(t)dt = g(0),

et cette limite existe donc.

Le théoréme des nombres premiers découle de ceci en prenant

Q(etit—et, g9(z) = (z + ez + 1) — %

ft) =

Preuve (proposition). Nous suivons la présentation de Zagier. Pour chaque T' > 0, introduisons
la fonction entiére

T
() = /0 F()e = dt.

Alors, tant que Rz > 0, on a

9(2) — gr(z) = /T " f(t)e = dt. (6.8)

Par ailleurs, par hypothése, la fonction g — g7 se prolonge holomorphiquement & un voisinage de
Rz > 0. Nous allons maintenant faire une application délicate de la formule intégrale de Cauchy.
Pour cela, fixons § > 0 ainsi que R > 1, et considérons la frontiére C' du domaine

{zeC||z| <R, Rz> —4}.

Ainsi C est constituée (un peu plus que) d’un demi-cercle et d’un segment de droite contenu
dans la droite 8z = —4. Si l'on fixe R grand (nous ferons finalement tendre R vers +00), puis
que 'on choisit & > 0 assez petit en fonction de R, alors la courbe C' est entiérement contenue
dans le domaine d’holomorphie de g — g7. De plus, nous paramétrons C' de maniére & le parcourir
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une fois dans le sens direct (sens anti-horaire). Appliquons maintenant le théoréme de Cauchy a
la fonction (c’est ici la partie délicate)

Nous obtenons alors ) 4
h(0) = —— / h) g (6.9)
C

ce qui implique

(9= 90)0) = 5 [ 9= an)e)e* <1+R22> S

211

Pour estimer I'intégrale a droite, nous décomposons C = C1UCy, ot C1 = CN{Rz > 0}. D’apres
(6.8), on obtient alors (pour Rz > 0)

o) —TRz
(g — 97)(2)] = >e-t2dt'< [ sl s B

T

ol B est une borne supérieure de |f|. Bien sir, cette expression diverge lorsque Rz — 0, mais le
facteur supplémentaire (1 + 22/ R2)2_1 a été choisi pour compenser cela. En effet, on a

T PO D B S . .
R2 R2_|Z|2 RZ_R2’

ou la derniére égalité est valable pour |z| = R, ce qui est le cas sur la trajectoire Cy. Il s’ensuit
que pour z € C1, on a

—TRz
2T 2/ p2y,—1 e TR 2Rz 2B
(9= 90) () (L4 22 /R < B o™ T = S5

Il en découle que

1/( —g7)(2)e*T 1+z—2 2tz
ori Jo, 9T R?

Passons maintenant a la partie Cs. Ici, nous considérons R, puis § > 0 fixés et choisissons T'
grand. Cela ne modifie pas la borne précédente sur la portion C', ot la borne est indépendante
de T'. On remarque ensuite que, sur Cs, on a

|g(Z)€ZT(1 +Z2/R2)Z—1‘ < E5_1 6T§}‘Ez7

ou F est indépendante de T. Comme limp_, 4, eIz — () des que Rz < 0, on montre aisément
que
1 2 1
lim |— 1 z ~dz| =0.
T—+oo | 271 /02 9(z)e” ( + R2>

Il reste a majorer la contribution de la fonction entiére gr(z) sur C. Pour cela, nous pouvons
simplement remplacer la trajectoire Co par ’arc demi-circulaire

Ch:={]z| =R, Rz <0}.
Alors

—T§Rz

/ 1) tzdt‘<B Nz <0,
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et I’on obtient

e ™% 2IRz| g, 2B
: etV = —
IRz|  R? R?

lgr(2)e”T (1 + 22/R?)=""| < B

Nous en concluons que

Au total, nous avons montré que

thUP‘(g - gT)(O)‘ < R
T—+o00

Mais comme R > 0 était arbitraire, en laissant R — +o0o nous déduisons que

Aim (9(0) = gr(0)) =0.

C’est exactement ce que nous voulions démontrer. O

Remarque 6.12. Pour apprécier la subtilité de la derniére proposition, ’exemple suivant peut

étre utile : les intégrales
*° sign x - cos(&x)

o V1 + 22

convergent pour tout £ € R*, au sens ol

dzx

N '
lim sign x - cos(§x)

dx =0, € R*.
M,N—+o0 J _pp V14 z? £

En particulier, on a

lim *° sign x - cos(éx)

€0 —00 v1+$2

££0

dx = 0.
Cependant, l'intégrale limite
o s
/ sign x e
—0o0 1 + 1‘2

N

n’est pas bien définie, puisque

signx

dx

lim e
M,N—+oo J_pr /1 + 22

n’existe pas!
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Chapitre 7

Applications conformes

Définition 7.1 (Biholomorphe). Soient U, V' C C des domaines, alors, on appelle une application
f:U—-V

une transformation conforme pourvu que f est holomorphe et admette un inverse f=!:V — U
holomorphe.

Remarque 7.2. Parfois, dans la littérature, le nom "application conforme" fait référence a
d’autres types de fonctions. Pour cette raison, dans le cadre de ce cours, on va préférer le terme
"biholomorphe".

Exemple 7.3. Soient U = D(0,1) et V = C, on se demande s'il existe un biholomorphisme
entre U et V' 7

Remarquons que, si une telle fonction existait, on aurait que son inverse f~! : C — D(0, 1) serait
une fonction entiére (holomorphe sur tout C) et bornée (a valeurs dans D(0,1)) ce qui n’est pas
possible par Liouville. De fait, une telle fonction ne peut pas exister.

Exemple 7.4. Soient U = D(0,1) et V = D(0,1)\{0}, on se demande s’il existe un biholomor-
phisme entre U et V' 7
On peut montrer que ce n’est pas le cas par un argument topologique :

Supposons qu'il existe f : D(0,1) — D(0,1)\{0} biholomorphe, alors, f~!: D(0,1)\{0} —
D(0, 1) holomorphe.

On consideére le lacet v : [0,1] = V, t — %627”"5. On a alors que

dz
— =27 = v n’est pas contractible en V

'YZ

Cependant, on peut considérer la composition f~! o~ : [0,1] — D(0,1) et, en particulier, la
famille de lacets contractés :
[0,1] x [0,1] — D(0,1)

(s,t) — f(s(f71om)(t))

qui nous donne bien une contraction de v en V.

I:

Théoréme 7.5 (Théoréme de Riemann). Si V C C est un domaine, alors, il existe un biholo-
morphisme

f:D0,1) =V
st et seulement V' est simplement connexe et V £ C

Remarque 7.6. La preuve de ce théoréme requiert des outils qui dépassent le cadre de ce cours.
Elle est donc laissée en exercice.
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7.1 Fonction biholomorphes f: U — U

On veut & présent s’intéresser & un cas particulier de biholomorphicité; le cas ot U = V.

Lemme 7.7. Aut(U) := {f : U — U biholomorphe} a une structure de groupe muni de la
composition de fonctions.

Démonstration. Soient f,g € Aut(U), alors fog:U — U est clairement biholomorphe.
Chaque élément admet un inverse par définition de la biholomorphicité.
L’identité fait office d’élément neutre. O

7.1.1 Fonctions biholomorphes f : D(0,1) — D(0,1)
Cas f(0)=0

On veut & présent réduire notre étude au cas Aut(D(0,1)). On se limite pour 'instant au cas

f(0)=0

Lemme 7.8 (Schwarz). Un f comme définit ci-dessus a la forme f(z) = a -z avec a € S* =
0D(0,1), c’est-a-dire que f(z) = ¢z avec 0 € R

Démonstration. Introduisons g(z) = f(zz), a priori définie en D(0,1)\{z}, on remarque
. . f(Z) — f(O) /
1 == 1 =
o) =0 =/

Alors g est holomorphe en D(0,1) si on pose g(0) = f/(0).

En appliquant le principe du maximum a la fonction g(z) sur D(0,1 — ¢), on sait que Vz €
D(0,1 —¢),

l9(z)| < max |g(z)]

T 2€0D(0,1—¢)
e
2€0D(0,1—¢)  |2|
1
— 0t
1—¢’ c
= lg(z)| <1, Vz € D(0,1)
Il suit que, pour z = 0,[f'(0)] = |g(0)] < 1 et on applique le méme argument a l'inverse
f~1:D(0,1) — D(0,1) pour trouver que
1
(f(0) = 21 = [f(0)[ =1
|1(0)]
Alors 0 est un maximum local pour g et g est une constante a € S1, et donc f(z2) = 2z -a =
ez, 0 eR. O

Cas f(0) =be D(0,1)

On cherche maintenant & trouver la forme que prennent les fonctions biholomorphes sur
D(0,1) dans le cas général (c’est-a-dire qui ne fixe pas forcément 1'origine).
Soit maintenant f € Aut(D(0, 1)) arbitraire. Soit f(0) =b € D(0,1). Un cas spécial :

() = z+b
g _1+25
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D’aprés un exercice, |zb| = |z| - |b] < 1 pour z € D(0,1). L’inverse de g est donné par

z—b

1—2b
donc g est biholomorphe. De plus on sait que g(0) = b = f(0). Soit h(z) := g1 f € Aut(D(0, 1)),
on a donc que h(0) = 0. D’aprés le lemme 7.8, on a donc que h(z) =€ - 2, § € R. Alors

ei9~z+b_ei9 z+e _pEa

=————==¢€"" — = —, a=e?.beD,1).
14e".2b 1+z-€ 10[) 1 za

f(z)=g(e” - 2)

Théoréme 7.9. On a une caractérisation des fonctions biholomorphes :

Aut(D(0,1)) = {f : D(0,1) — D(0,1) | f(z) = - =— “a 0 €R, ac DO1)}

1—=z2

7.2 Conséquences du théoréme de Riemann

Le théoréme entraine une caractérisation de Aut(U) pour tout U simplement connexe et
différent de C. On sait qu’il existe un biholomorphisme entre D(0,1) et U par le théoréme de

Riemann 7.5. Si f : U — U est biholomorphe, I'application ¢! o fo ¢ :
D(O1) -~ . D(0,1)
g ofoyp
¥ ot
U U
f
a un inverse o1 o f~1 o w. D’aprés le théoréme précédent, on a
-1 = i@g = M, M -1 _
@ ofogpfe 1—2’57. 97a(z):>gpo a0 © P *f

7.2.1 Un cas spécial : U=H={z€ C | 3(2) >0}
D’aprés le théoréme de Riemann 7.5, il existe un biholomorphisme ¢ : D(0,1) — H.

Proposition 7.10. L’application

11—z
#(2) '_Zl+z

est un biholomorphisme entre D(0,1) et H.
Démonstration. 1. ¢ est holomorphe pour z € D(0,1) : 1 4+ z # 0 pour z € D(0,1).
. 3 (1—25+7— 122
2. ¢(D(0,1)) C H : on écrit p(z) = il |1Zl(zllj_z) = i{ ﬁi—z‘é 2 alors S(p(z)) = |11+|z12 >0
pour z € D(0,1).

3. @ est injective : si w € H, et

11—z o i —w . ) o

pz)=w < i =w — wtwz=1-1z < 2z = - —> z uniqu. déterminé.
142 i+ w

4. ¢ est surjective : si w € H, w = a + bi, b > 0, alors z = Z% € D(0,1), parce que

li—w =1 -0)2+a?<|i+w =+/(1+b)?2+a%b>0.

O
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Théoréme 7.11. On a la caractérisation suivante des fonctions biholomorphes sur H :

a b

Aut(H) = PSL(2,R) = SL(2,R)/(A ~ —A) = {(C d) € My(R), ad — be = 1} /(A ~ —A),

ot PSL(2,R) est le groupe Spécial Linéaire Projectif et A ~ —A est la relation d’équivalence ot
on identifie les matrices qui ne difféerent que par un signe.

Démonstration. On sait que Aut(H) = {poMyaop™t, 6 €R, a € D(0,1)}, p(z) =i- 1_§ alors

az+f3
vz 46’

Aut(H)z{ 08,70 €R, aé—ﬁfy:l}

(la derniére égalité est laissée en exercice).

Donc <3 ?) € SL(2,R). On définit alors une application

SL(2,R) —s  Aut(H)
D B oz .
(3 5) — (2 2288)

_ az+p (Z) _ oz+f

® est un homomorphisme de groupes, soient g;(z) = Ve @2 a7 Avee
_ (@ B r_ o /8/
A= <7 5) , A= <7, 5 € SL(2,R).

On calcule la composée ¢ = g1 0 g2 :
aSE B a2+ B) +B( 2+ ) (e + )z + (af + BY)
¢(2) = q1(q2(2)) = ot B =
'y’z+5’

+5 Adz+8)+6(z2+0) (v +69)z+ (78 4 60)

)

donc ¢ est encore de la forme (az + 3)/(5z + 0), avec

d B _AA/_ ao/+ﬁ’y' aﬁ/+ﬁ6,
5 6) 7 T \yd 46y 8 +60 )

Autrement dit,
D(AA") = P(A) o B(A).
Donc @ est bien un homomorphisme de groupes. Si A = <: '§> € SL(2,R) est tel que ®(A)

soit l'identité,
az+f
vz +8

z, VzeH,
alors on obtient 1’égalité,
az+ B = 2(yz +6) = v22 + 0z,
dot v =0, @« = § et f = 0. La condition det A = 1 impose alors a® = 1, donc a = +1 et
A = £15. Ainsi, ker(®) = {£I5}. On en déduit que ¢ induit un morphisme injectif
®: PSL(2,R) = SL(2,R)/(A ~ —A) — Aut(H).
az+8

" vyz+0
d’une matrice de SL(2,R), donc ® est surjective. On a donc un isomorphisme de groupes

Par la description initiale d’Aut(H), toute transformation avec ad — By = 1 est 'image

Aut(H) = SL(2,R)/(A ~ —A) = PSL(2,R).
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Chapitre 8

Analyse vectorielle dans R"

Définition 8.1. Soit U C R"™, on appelle
1. f:U—=ReCFU,R), k>0, un champ scalaire ;

2. f: U — R™ un champ vectoriel. Si f est k fois contintiment différentiable, k > 1, alors
f € CK(U,R™). Si f est infiniment différentiable, alors f € C°(U, R™).

Définition 8.2. Soit f € C'(U,R) un champ scalaire. Alors on appelle

of

Oz1
g=Vf= : e R"

of

OTn

le gradient de f. Dans ce cas, on dit que le champ vectoriel g dérive d’'un champ scalaire f.

8.1 Notions d’intégrations

8.1.1 Intégrale curviligne d’un champ scalaire le long d’un chemin

Soit 7 : [0,1] — U C R™ un chemin (C* par morceaux). On peut introduire

1
/ f ds = / SOV Ol dt, e OU,R)
0% 0

ou |V () = /S, ]2 (c.f differential geometry I)
Exemple 8.3. 1. Si f =1, Iintégrale correspond a la longueur du chemin.

2. Si f =p >0, sip correspond & une densité de masse, alors f7 f ds représente la masse
totale d’un fil matériel.

Remarque 8.4. fv f ds est invariante sous reparamétrisation. C’est analogue & la propriété

pour f,y f dz (complexe), cependant ffwf ds # — fﬂ/f ds.

8.1.2 Circulation d’un champ vectoriel le long d’un chemin

Soit U C R™ un domaine, f € C°(U,R") un champ vectoriel et 7 : [0,1] — U un chemin.
Alors,

1
/f-ds:/o £(7(1)) -~/ (1) di. (8.1)

ol - est le produit scalaire euclidien de deux vecteurs.
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Remarque 8.5. (8.1) est invariant sous reparamétrisation du chemin.

Remarque 8.6. Soient 71,y deux chemins et f comme ci-dessus.

/ f-ds:—/f-ds,

- v

/ f'dS—/ f'ds—i—/ f-ds.
Y1Dv2 jad! Y2

Remarque 8.7. Relation avec f7 fdzsin=2:

feCUC),UcCCoR = f(zx,y) =ulz,y)+iv(z,y) < (Z)

Alors si y(t) = v1(t) +iva(t),
1 1 1 1
L Fas= [ a0 de= [ e+ i = [ i =) desi [ g o) @

Si on pose f; = () et fo = (), alors

/fdz:/fl-ds+i/f2ds.
v vy ol

Question naturelle

Quand est-ce que f7 fds ne dépend que du point initial et du point final de ~ ?
Soient 71,72 1 [0,1] = U ot 71(0) = 72(0) = a, 71(1) = 2(1) =b.

/f-ds:/f-ds@/f-ds:o, (8.2)
m 72 g

Proposition 8.8. Soit U C R™ un domaine et f € CO(U,R™). Alors lintégrale (8.1) ne dépend
que des points initiauz et finauzr de v si et seulement si f dérive d’un potentiel scalaire

ol vy est un lacet arbitraire.

> Jgc CY(U,R) tel que f=Vy.

Démonstration. (si) Supposons que f = Vg, alors

1 1
[ #eds= [ o)) de= [ Giaa) dt = 500 ~ 900) = 90~ o(a).

(seulement si) Inversement, supposons (8.2). Déduisons que f dérive d’un potentiel scalaire. Fixons un

p € U, et définisson g(z) = fvf - ds, ol v est un chemin qui lie p & x dans U. Ceci est
indépendent du chemin précis de v, a cause de (8.2). Il faut vérifier que Vg = f <=

%gj = f;. Pour lier z a x + he;, on utilise §(t) = x + the;

g(x + hej) = /

1
f~ds:/f-ds+/f-ds:g(az)+/ f(x + the;) - he; dt
YOF ¥ gl 0

(x + hej) — g(x)
h

1
= gla)+ [ hfi(@)+o(hl) dt = Jim 2 ~ fi(a).
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Remarque 8.9 (Quelques calculs explicites). Voyons que f = Vg avec g € C?(U,R) si et

seulement f;(x) = %gj avec j =1,2...,n

ofi _ 99 _ g _ O
8$k N 8.%']43.%] N 8mj8xk N (3.%]'

Une condition nécessaire pour que f € C1(U, R) soit dérivée d’un potentiel est alors que

fi  Ofk

=0, Vjke{l,2,...,n}

Cependant, dans le cadre du cours, on va se restreindre au cas n € {2,3}, on peut alors doner
une caractérisation plus explicite :

L Oh _ 0% Ofy _0fs Oh _

8x2 6903 axg N 8%1 8333

Remarque 8.10 (Notations). Si n = 2, on appelle le champ scalaire donné par g—ﬁ — % le
rotationnel de f noté rot(f).
Si n = 3, on appelle champ vectoriel :

Ofs _ Ofa
81’2 a{bg
9h 95 | = rot(f)
8903 611
of2 _ Ofi
oz O0xo

Alors f dérive d'un potentiel et f € C1(U,R) = rot(f) = 0.

En effet, soit f : U € R? — R3 une fonction qui dérive d’un potentiel. Alors il existe g : U — R
tel que f = Vg = (%, 8675;7 8%). On suppose que f € C1(U,R), alors les f; sont C, i =1,2,3.
Donc g € C2, et par le théoréme de Schwarz (analyse II),

0? 0?
I 99 =123
8.%,‘8.%‘ 89@8@
Considérons le rotationnel rot(f), (rot(f)); = 27{2 - ngi, = 6%2 (6%)) - 8%3 (%) = agagxg -
aggm = 0. On trouve de la méme maniére que (rot(f))2 3 = 0 et donc rot(f) = 0.

En général, I'implication inverse n’est pas vérifiée mis a part sous certaines conditions topolo-
giques naturelles.

Proposition 8.11. Si U C R" (pour n = 2,3) est simplement conneze et si £ € C*(U,R")
satisfait rot(f) = 0, alors, £ dérive d’un potentiel.

Théoréme 8.12 (Green-Riemann). Soit U C R? un domaine, f € C*(U,R?), et soit V un sous-
domaine de U tel que V- C U. On suppose que le bord de V' est un lacet v : [0,1] — U simple,
régulier, orienté positivement. Alors

/W fds = //V rot(£) dz dy,

ot rot(f) = ({(?)f; — ({;J;

Remarque 8.13. "~ simple et régulier" :

v € CH([0,1],U) avec v/ (0) = 4/(1),~/(t) # 0,Vt € [0,1] et ~ injective sur [0, 1)
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Remarque 8.14. Le théoréme de Green-Riemann est valable dans un contexte beaucoup plus
général avec des bords qui sont réguliers par morceaux
La preuve de Green-Riemann passe par 2 étapes :

1. Réduction & une situation plus standard, domaine de type 1 ou 2 :

type 1 : {(z,y) |[a<z<b, : p1(x) <y < p2(x)},
type 2 : {(z,y) | c <y <d, : P1(y) <z < a(y)}.

Sur ces domaines, on sait faire des intégrales doubles.

2. Démonstration pour des domaines de ce type spécial et utilisation du théoréme fondamental
de 'analyse et d’une partition de I'unité.

L’idée de la preuve est de décomposer le domaine V' en une famille de sous-domaines Vi, Va, ..., Vy
de type 1 ou 2 et de décomposer f en une somme de champs & support compact dans ces sous-
domaines. On cherche en fait & écrire

N

f=> ", supp(fj) CV;
j=1

Parce que si on connait Green-Riemann pour chaque f; sur son domaine simple Vj;, on aura

/ fjds:// rot(f;) dxdy
ov \%

(et en fait, I'intégrale de surface se réduit & V; puisque f; = 0 ailleurs). En sommant sur j, on

obtient
N N
fds= / f; ds = //rot f;) dxdy,
/av JZ::l ov jz::l 1% ()

et en manipulant un peu, on arrive a || fv rot(f). Pour réaliser cette décomposition, on introduit
des fgnction ¢; € C5°(V;) et on pose f; = ¢; - f et on doit s’assurer que Zjvzl ¢(x) = 1 pour tout
xeV.

Remarque 8.15. On note ¢3°(V;) pour dire que la fonction est infiniment dérivable et a support
compact

Proposition 8.16 (Partition de I'unité). Soit K C R™ un sous-ensemble compact, soient U;, V;
pouri=1,..., N des domaines ouverts tels que U; C V;, chaque U; est borné, et

N
K C U U;.
i=1

Alors, il existe des fonctions ¢; € C§°(Vi), ¢ > 0 et telles que

N

Zgbj(x):l Ve e K

Jj=1

Démonstration. Soit U; C V;

1. On cherche & construire une fonction continue non négative f;(x) € C5°(V;) telle que f; =1
sur un voisinage de U;.
Observons que

dist(U;, V) > 0

80



On choisit 0 < e < dist(U;, V) pour tout ¢ = 1,2,..., N et on définit la fonction suivante :

R>g — R>q
1 si0<t<e/4
Tot s /2= 0)/(e/1) sie/a<t<e/2
0 sit>e/2

Et on pose f;(x) := g(dist(z, U;)) ; par construction, f; est continue non négative, vaut 1
si dist(z, U;) < €/4 et vaut 0 si dist(x, U;) > €/2. En particulier, fj(z) = 0 si x ¢ V; donc
supp(f;) est un sous-ensemble compact de V;.

2. On cherche & présent a régulariser les f;. Soit ¢p € C*°(R™) a support compact dans
B1(0) = {z € R" : |[z]| < 1},¢ > 0 et telle que [, ¥(x)dz = 1. Pour § > 0, on définit

Ys(z) = 67" (§), alors supp(vs) C B5(0),95 > 0 et [p, 1hs(x)dx = 1.
On pose

Gi(z) = (fi*s)(z) = . filx —y)vs(y)dy = - fiy)vs(z —y)dy

On peut faire les constatations suivantes :

(a) @i(x) =1six € U; pourvu que § < £/4. En effet, dans I'intégrale, seuls les y tels que
llyll < & < /4 contribuent, et, dans ce cas f;(x —y) =1 si x € U;. Ainsi

pix) = . Ys(y)dy =1
(b) Pi(x) =0six € V. Pour un tel z, on a pour tout y € supp(¢s) (si d < §)
dist(z —y,U;) > dist(z, U;) — ||y|| > e — = =

donc fi(z —y) =0 et @;(z) = 0.
(c) Par la reparamétrisation de I'intégrale on a ¢; € C§°(R"™)

3. On construit & présent les ¢; a partir ¢; de sorte que Zjvzl @;(x) =1 sur K. Posons :

Y1 = @1,
w2 = (1 — ¢1)P2,
3= (1—¢1)(1 — @2)Ps,

on=1-¢1)(1—@2)...(1 = Gn-1)PN

Par récurrence, on vérifie que
N
1= pi=(1—-¢)(1—@)...(1—@n)
j=1

Siz e K C UZ]\LI U;, alors il existe j tel que z € Uj, donc @j(x) = 1 et par conséquent
O

81



Preuwve du théoréme de Green-Riemann. Par hypothese, v/(t) # 0, Vt € [0, 1].

. ’7,(t) / /
7= (210)) #0 = 210 20 0 500) £0.

Quitte & échanger les roles de x et y, on peut supposer que

’Yé(t*) 7é 0.

On considére alors ’application
F(t,y) ==7(t) —v.
On a

Fltaa(t)) =0 et (b a(t2)) = 74(0) £ 0

Le théoréme des fonctions implicites s’applique donc : il existe un voisinage I de t4, un voisinage
J de y2(t,) et une fonction t : J — I de classe C! tels que, pour tout y € .J, 'équation

Y(t) =y

admet une unique solution ¢ = t(y) avec t € I. En particulier, pour y € J, on peut écrire

z=7(t) =nty) = o),

et la fonction ¢ est de classe C' comme composition de fonctions C'. Ainsi, au voisinage du
point v(t4), la courbe 7y est le graphe de la fonction y — ¢(y). (Si c’est 74 (tx) # 0, on obtient de
méme que v est localement le graphe d’une fonction x — h(z).)

Remarque 8.17 (Rappel). Si I = (a,b) C R, et f : I — R continue, on appelle I' := {(z, f(z)) :
x € I} le graphe de la fonction f.

Pour chaque point p € v([0, 1]), on vient de montrer qu’il existe un voisinage V; ou yNV; est
un graphe. Soit U; C V; tel que U; C V; et p € U;.

L’ensemble ~([0, 1]) est compact (image continue d’un segment fermé borné), donc on peut
en extraire un recouvrement fini : il existe une famille finie (U;, V;)i=1,.. 1 telle que

L
~([0,1]) C U Ui, et V;N~ est un graphe pour chaque i.
i=1

Cependant, Ule U; recouvre vy mais pas 'intérieur ouvert entouré par v : V. Il existe un § > 0

tel que
L

Uuvio{pev : dist(p,6) < d}.
i=1
Pour ce faire, on peut poser

. 1)
Upt1={p eV |dist(p,7) > 5}7

. 1)
Vi1 ={p eV |dist(p,vy) > 1}-

AIOI"S7 UL-H C VL—H et
L+1

U U, recouvre V.

i=1
Autrement dit, on a extrait un recouvrement fini de V' par des ouverts U;, et des ouverts légére-
ment plus grands, V; avec U; C V; pour tout ¢ =1,..., L + 1.
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On applique maintenant la proposition 8.16 avec K =V et (U;, V;)i=1,.. +1. On obtient des

fonctions
L+1

G E€CEWV), =0, Y gi(z)=1VYzeV.

On a alors, pour le champ f,
L+1

f= Z qf, surV.
j=1

/Yf ds = //Vrot(f) dzdy.

On veut montrer que

On utilise la décomposition :

L+1 L+1
/f-dSZ/quf.dSZZ/qu.ds,
Y 7j:1 j=1 Y

et pareil pour l'intégrale de droit,

// rot () dudy = //V

Donc il suffit de montrer 1’égalité terme par terme : fv q;f-ds = ffv rot(g;f)dzdy. On va utiliser
le lemme suivant.

L+1 L+1

Z g;f | dedy = Z // rot(q;f) dxdy.

Lemme 8.18. Soit V un domaine de type I (similaire avec une région de type I1I), c’est-a-dire
un domaine du type

V={(z,y) €R? : a<z<b, hi(z) <y < ha(z)},

avec hi, ha continues et C* sur [a,b], et hi(z) < ho(x). Si on munit le lacet v =: OV de l'orien-
tation positive, positive, alors si f € C*(V,R"). On a f,y f-ds= [[,, rot(f)dzdy.

Démonstration du Lemme. On calcule le coté droite, et le coté gauche explicitement.

ha(z)
ffV3f2 3f1dxdy—// Or fo(x,y)dxdy — // Oy f1(x,y)dydx.
hi( h

1(z)

(4) (B)

b ha(@) b b
/a % [//11(:v) f2(33,y)dy] d:L‘—/a hé(:v)fg(x,hz(x))dx—l—/a Ry (z) folx1, by (x))dx

ha(b) ha(a) b b
/h Falby)dy — / Fola, y)dy — / By() fo, B () )das + / B (@) fa(z, ha (2))dar

1(b) hi(a)

b ha () b b
(B) = —/a </hl(x) 8yf1($,y)dy> dr = —/a f1($7h2($))d$+/1 fi(z, h(z))dz

(G) Ensuite par la circulation,

/f-ds-/f-ds—i—/ f-ds+/f-ds+/f-ds.
gl 7 Y2 v3 V4
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1. On paramétrise v; = {(x, h1(x)),z € [a, b]}. Alors,
b b b
/71 f-ds :/a f(z,hi(z))- <h/111’)> dx = /{z fl(:v,hl(x))dx—i—/a Ry (z) fo(z1, hi(x)) do

2. On paramétrise y — (z),y € [h1(D), ha(b)],

ha(b) 0 ha(b)
/f@:/ fwm(sz/ falbyy) dy.
V2 ha(b) ha(b)

/f-ds:—/ f - ds,
V3 -3

ol —v3 est paramétrisé par x € [a,b] — (z, ha(x)). Donc

3. Ici on utilise

b
/ f-ds= —/ (f1(z, ha(z)) + hy(z) fa(z, ho(z))) da.

4. On paramétrise y € [ha(a), h1(a)] — (a,y), avec lorientation vers le bas. On obtiens

ha(a)
[ feds== [ payay
V4 hi(a)

En additionnant ces 4 termes, on tombe sur 'expression de (A4) — (B).

La preuve pour des domaines de type II est analogue. O

Voyons maintenant comment appliquer ce lemme pour conclure notre preuve.
Sans perdre de généralités, on peut supposer que pour tout j = 1,..., L+ 1, V; NV est de
type I ou II. En appliquant le lemme on a que

/ g;if - ds = // rot(g;f)dxdy.
a(vnv;) vy,

Montrons que pour tout j = 1,...,L + 1, ffa(vm/,) gif = [[;, ¢;f. Comme ¢;f est nul en
J
dehors de Vj, on a pour 'intégrale de surface que rot(g;f)(z) =0 si z ¢ V. Donc, sur tout V

// rot(qu)da:dy:// rot(g;f)dzdy.
v vy,

Le bords de V' N Vj est constitué de deux morceaux : un morceau de 7y et un morceau du bord
de Vj. Or, comme g; est a support compact dans V}, elle est nulle sur le bords de Vj. Donc

/qu~ds—/ q;f - ds.
v a(vnvj)

Ce qui conclut la preuve. O

Question : Caractérisation de champs vectoriels qui dérivent d’un potentiel sur un domaine
en R2. Soit f € C'(U,R?), avec rot(f) = 0. Si A est un triangle en U, A C U, alors par le
théoréme de Green-Riemann 8.12,

/ f-ds=0.
0A
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Ceci entraine que si U est étoilé, alors f dérive d’un potentiel scalaire : comme U est étoilé, il
existe un point a € U tel que pour tout x € U, le segment [a, X] est contenu dans U. Soit 7 le
chemin reliant a et x par un segment. On définit

g(x) = /ff\ds.

C’est bien défini pour tout x € U et pour tout ¢ = 1,2, soit h > 0 suffisamment petit tel que
x + he; € U, ol e; est un vecteur de la base associé a la i-iéme coordonnée. Alors,

g(x—l—hei)—g(x):/ f-ds—/ f-ds
[a,x+he;] [a,x]
:</ f~ds—/ f-ds—/ f—ds)—i—/ f-ds
[a,x+he;] [a,x] [x,x+he;] [x,x+he;]

= / f- ds+/ f-ds
8Aa,x,x+hei [x,x—i—hei]

=0

x+he; h
:/ f~ds:/ f(s)-ds:/ f(x+te;)-e; dt
[x,x+he;] x 0

h
= / fl (X + tei) dt
0

Donc

09 (i g(xFtei) —g(x)

B ) = Hmy h _z?inh/ filx+tei) dt = fi(x)
On montre de méme que 8962( x) = fa(x), donc

Vg(x) = f(x),
Autrement dit f dérive d’un potentiel

En fait, on peut définir g(x f f - ds, ol 7 est un segment de ligne droite du centre de U
a x € U, et donc avec la méme derlvatlon qu’en analyse complexe, on a Vg = f.

Proposition 8.19. Si U C R? est simplement connexe, f € C'(U,R?), avec rot(f) = 0, alors f
dérive d’un potentiel.

Démonstration. Invariance de la circulation sous homotopies : Si 71,72 sont deux lacets alors
f% f-ds = fw f - ds. Alternativement, si 71, y2 sont deux chemins qui lient a, b, telles que 7 o
soient homotopes, alors f f ds = f f - ds (méme preuve qu’en analyse complexe).

Alors on peut définir g(z f f- ds ou <y est un chemin en U qui lie un point fixe p € U a
xelU.Vg=1{. O

Remarque 8.20. La liaison avec l'analyse complexe : si f(z) = u(z,y) + iv(x,y),

. « . u B v
Af dzz[yfl-ds+z/7fg-ds, ot fi(z,y) = (—v)’ J2 = <u)

Donc si on est dans la situation de Green-Riemann,

/f1 ds //(—%—>dd+//<&;—>d:¢dy—0

par équations de Cauchy-Riemann.

Question : est-ce que ces structures peuvent étre généralisées en R3, ou méme en R™, n > 47
Par exemple, si f € C1(R",R"), avec rot(f) = 0, est-ce que f dérive d’un potentiel ?
On va discuter de deux généralisations de Green-Riemann :

— Kelvin-Stokes, Divergence, Gauss-Ostrogradski
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8.1.3 Quelques définitions
On pense d'une surface paramétrisée S C R? comme une généralisation de lacets :

Définition 8.21. Si U C R? est un domaine et ¢ : U — R? de régularité C'', nous appelons
©(S) C R3 une surface paramétrisée réguliére, pourvu que
1. ¢ est injective,
2. 0y X @y # 0, ot (u,v) sont les coordonnées de R?, et ¢, = g—i et p, = g—f, x est le
produit vectoriel en R3. C’est équivalent a ce que les vecteurs ¢, ©, soient linéairement
indépendants partout en U.

Exemple 8.22. Si U C R2, et p(u,v) = (u,v,0) donne une surface paramétrisée réguliére en

1 0 0
R3,etcpvz 0], po=1|{1],0uXxpy=10
0 1 1

Remarque 8.23. La condition 2. équivaut a la condition que le plan tangent en tout p € S
soit bien défini. Le plan tangent 7,5 est I'unique sous-espace vectoriel de R3 contenant ¢, ©,.
Alternativement, 7,5 est I'espace vectoriel en R3 (de deux dimensions) qui est perpendiculaire

A Py X Qy.

Définition 8.24. Soit ¢ : U C R? — R? une surface paramétrée réguliére en R3. Si f : (U) =
S — R on dit que f est continue, pourvu que f o : U — R est continu.

Définition 8.25. Supposons que le support de f soit compacte, f comme les deux définitions

précédentes. Alors, on définit
[ 1as= || sowlon xouldute
S U

Ici || o || est la norme euclidienne d'un vecteur en R3.

Définition 8.26. Soit (S, ) une surface paramétrée et soit V' C R?, un domaine si 1 : V — U est

un diffeomorphisme C, alors, on appelle la paramétrisation pot) : V — S une reparamétrisation
de (S, ¢).

Lemme 8.27. L’intégrale est invariante sous reparamétrisation. Alors, si on pose ¢ := @ o,

on a
//Ufocp'HSOuX%H dudv://vfosﬁ-II@aX@aI! dii di

ot (@, D) sont les coordonnées cartésiennes pour V C R?

Démonstration. Ecrivons (i, 9) = (¢*(i,9),v?(@,¥)). On a ensuite

P = (poP)a = Yipu + V2py
G5 = (p o )5 = Piou + 20y

Alors on a

Pu X Pp = (@Z’%L@u + 17Z}’L21()0'U) X (¢%‘Pu + @Dg‘%’v) = w%ﬂ/’%‘ﬁu X @y + @b?]wz%@v X Py
= Py X @v(%lﬁ% - 1/131/1%)

Alors

1a < Gall = llow X @ull - [D(a, )|
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Et on conclut

//Vfosaum@ﬁu di df»://vfo@u(%xsovxw(a,@))uwww,@)\ dii o

= [ 1o eteu x ol dudo

Définition 8.28. Soit (S, ¢) une surface paramétrée réguliére en R3, on appelle orientation un
choix de vecteur n normal et unitaire en chaque p € S qui dépend contintiment de p, ¢’est-a-dire
normale n L 7,S et ||n|| =1 en tout point.

O

Exemple 8.29. On peut exprimer un choix de u en terme de la paramétrisation

 pu Xy _ PuX Py
— Ou n::= —

T lpw X wull lpu X @0

Définition 8.30. Soit (S, ¢), une surface paramétrée réguliére en R? munie d’une orientation
n. Alors, si f € C°(S,R3) est un champ vectoriel continu sur S, on appelle 'intégrale

//Sf-uds

Théoréme 8.31 (Kelvin-Stokes). Soit U C R? un domaine tel que U est compact et OU est un
lacet simple et régulier muni de ’orientation position positive. Soit ¢ € C1(U,R3) une paramé-

trisation réguliere de la surface S = o(U) avec S = p(9U).

//Smt(f):/asf.ds
_PuX Py

N _ (p be -
0l = o et OS est paramétré par ¢ o~y

le flux de fa travers (S, ¢, n).

Si £ € CY(R3,R?), alors, on a

Démonstration. Idée de rédaction de Green-Riemann en R?. Pour des raisons techniques, on va
supposer ¢ € C2.

On introduit le champ vectoriel g = (gl), donné par g1 = f(p)-p, € Ret go = f(p)-p, € R.
2

On observe que, par définition

1
/ f-ds:/fogo-d(cpoy)dt
os 0 dt

1
:/0 (fow)oy - (Vivu+Yapy)dt

1
:/0 (fow)oy-wuti +(fop)ov-vuys)

oUu

On applique alors Green-Riemann pour le champ vectoriel g
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/8Ug-d5—//urot(g) du dv

I“Ot(g) = 6u92 - avgl
Oug2 = Ou[f() - pu] = Ol ()] - v + £(0) Puv
Oug1 = O[E () - pul = Ou[f(0)] - pu + £(0)Puv

Or, on a

Ou on peut écrire

Jiop
Oulf(0)] =0y [ faow
fsop

Donc
Ou(frop)=01fiop-pl+dafiopi+0sfiop o3
Ou(fao ) =01fa0p i+ dafr0 g+ Dsfa0p )
Ou(fs0p) =01fs30 0@y + Oafs0-pr+sfs0p- @3
Ou 9; = g, d'on

ofi Oafi Osfi
dulf o] =Df -, avec Df=|0i1fs Oofs 03f2

O1fs Oafs 0Osfs

Alors on peut modifier le calcul initial
I“Ot(g) = 8ug2 - a’ugl = (Df@u) “ Py — (DfSOv) T Pu

On réécrit alors la matrice Df comme somme d’une matrice symétrique et antisymétrique :

Df = %(Df +DET) ¢ %(Df ~ DFT)

X X,
On remarque que
(Asu) - v — (Aspo) - ou = (Aspu) "o — (Aspu) T u
= @IAS% - (pIAScpu A, est symétrique
= u Aspu — @y Asipy
=0
Alors
Oug2 — Oug1 = o, DE T, — 0, Df "0y,
= o (As + Aa) T — @) (As + Aa) Tou
= u Aspy — 0y Aspu+on Ad 0 — Py Ag pu
=0
= ¢u Aq 0 + 0n AL pu
= 200, Aq Pu
= ¢, (DfT — Df)p,
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On calcule alors explicitement

0 Orfa—O02f1 O01fs —0s3f1
DfT — Df = | Oof1 — 01 fo 0 02 f3 — 03f2

O3f1—01fs O3fa— O2f3 0
Il reste alors a voir (en exercice) que
v (DfT — Df)w = (v x w) - rot(f)

Et on pourra conclure

//U(au% — Oug1) //U(Pu Xy - rot(f) du dv = //Un - rot(f)do

On cherche alors a trouver quel champ vectoriel dérivent d’'un potentiel scalaire

Proposition 8.32. Si U est simplement connexe, f € C1(U,R3) dérive d’un potentiel scalaire
si et seulement si rot(f) = 0.

FEsquisse de la preuve.
1. Si U = A un triangle de R3, alors

//Urot(f)‘uda://an-ds

Si U est étoilé alors rot(f) = 0 implique f = Vg
2. Invariance de circulation sous homotopies
3. On définit

q(x)—/f-ds ouvyliepeUaxeU
v

8.2 Théoréme de la Divergence / Gauss-Ostrogradsky

On introduit alors le théoréme de Gauss-Ostrogradsky, aussi appelé théoréme de la divergence.
Soit U C R3 un domaine borné par une surface S compacte, fermée et réguliére (C1). Alors
on a les équivalences suivantes :

< S est localement une surface paramétrée réguliére (de classe C'1)

— VYpesS, 35> 0 tel que Bs(p) NS admet une paramétrisation C! régulicre.

Par le théoréme des fonctions implicites, on peut supposer que Bs(p) NS est le graphe d’'une
fonction, soit de (z,y), soit de (z, z), soit de (y, z).

Théoréme 8.33. Soit U C R3, un domaine borné par S, une surface compacte fermée (sans
bord) et réguliere (comme ci-dessus). Alors, sin est lorientation de S qui pointe vers l’extérieur

et £ € CY(U,R3), alors on a
//f-ndaz/// div(f) dx dy dz
S U

ou div(f) = V- = Oifi + Do fo + Oafs 01 0 = 50
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Démonstration.

— Parce que S est O, pour tout point p € S, il existe un § > 0 tel que Bs(p) N S soit le
graphe d'une fonction C' d’un des trois types suivants :

(I) SNV est donné par z = h(z,y),
(II) SNV est donné par y = h(z, z),
(ITT) SNV est donné par = = h(y, 2).

Comme S est compacte, on peut extraire un sous-recouvrement fini,

L
sclw,

j=1

ou chaque Vj est un ouvert, et ot S NV; est un graphe (d’un des trois types ci-dessus).

On pose Vi1 tel que U C Uf:ll V; (donc on couvre tout U et pas seulement S), et Vz41NS = 0.

Soit {¢; fjll une partition de l'unité par rapport a {V;}, c’est-a-dire que ¢; € C3°(V;), ¢; >0

pour tout j =1,..., L et Zfill ¢j(z) =1 pour tout z € U.

En particulier, on a que
L+1

f=> of.
j=1

Donc, par la linéarité de la divergence et de l'intégrale,

L+1

///Udiv f= ;///Udiv(%f)'

L+1
f-ndo= //gp-f-nda.

Pour conclure la preuve, il nous suffit donc de montrer que

///U div(ip;f) dV = //S o, - n do. (8.3)

Observons que si j = L+ 1, alors supp(pr41) C Voy1 et V41 NS = 0, donc le terme [[ @1 -
ndo=0.51<j <L, alors comme supp(y;) C Vj,

//gojf-nda:// pif-ndo.
s snv;

Lemme 8.34. Soit R = [a,b] x [¢,d] C R2. Soit h: R — Rxq de classe C1(R). On fize £ > 0 tel
que 0 < h < /{ sur R, et on considére la boite

De méme,

B=Rx|[0,/] CR3.
On définit le domaine "sous le graphe" de h par
V={(z,y,2) €R® : (z,9) €R, 0< z< h(z,y)}.

Soit £ € C*(R3,R3) dont le support compact est contenu dans B. Alors

///V div(f) dedydz = //a fondo
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Remarque 8.35. Comme supp(f) C V est un sous-ensemble compact, on a que f =0,
faces planes

i.e. sur les faces ol z = aoux = b,y = couy = d et z = 0. Par conséquent, dans le flux
[[5v £ -0 do, seules les contributions provenant de la face z = h(z,y) peuvent subsister.

Démonstration. Comme pour Green-Riemann, on calcule les deux cotés. Coté gauche : Par Fu-

bini,
: /// div f dadydz _/ / </ (afl " %{/2 i %];3> dz> e

On décompose :

:/ab/cd </ (@.y) 8f1 dz) dy dx+/ / ( h(w af2 > v
(1) // ( h(%y 8f3 )dy dz .

(3)

Calculons séparément (1), (2) et (3) :

Calcul de (1). En dérivant sous le signe intégrale avec borne supérieure variable (régle de Leibniz), on
obtient :

bord g h(z.y) b prd
:/C; /C % </O f1($,y,z) dZ) dy dx _/c; /c hx(%y)fl(%yah(w,y)) dy dx.

On inverse ensuite 'ordre des intégrales dans le premier terme :

/ / oz (/ 7y)f (2,9,2) dz) dy dw = /cd [/abai (/Oh(w) fi(z,y,2) dZ) da:] dy.

Par le théoréme fondamental de I’analyse,

bo [ e h(by) h(a.y)
/a 8x</0 fi(z,y, 2) dz) do = (/0 J1(b,y, 2) dz> — </0 fi(a,y, z) dz>.

Or, ces deux termes sont nuls puisque f = 0 sur les faces x = a et © = b par hypothése.

Donc ce premier terme vaut 0 et finalement :

b pd
_/ / he(z,y) f1(@,y, h(z,y)) dy dz.

Calcul de (2). De maniére similaire, on obtient que

b pd
_/ / hy(xyy)fQ(x,%h(x’y)) dy dz.

Calcul de (3). Cette fois-ci on la calcule d’une autre maniére,

/ / (/h(w’y o 2, (#:9,2) dz) dy dv = /ab /Cdf:a(%y,h(a:,y)) dy dx
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On doit montrer que (1) + (2) + (3) = [[¢f - n do. On remarque qu'ici la seule partie de S

qui contribue a l'intégrale est
S = {(J?,y,Z) S R? : ($,y) €ER, z= h(.ﬁ,y)},

car les autres morceaux de 0V sont des faces planes ot f = 0. On paramétrise S; par

R — R3
(,y) — (z,9,h(z,y))
Alors ¢, = (1,0, hy) et ¢, = (0,1, hy), et vz X ¢y = (—hy, —hy,1). La normale unitaire est donc
(_hxv _hyv 1)

1+ h2 + h2

ou le signe est choisi tel que n pointe vers l'extérieur de V' (dans ce cas, la composante en z doit
étre positive, donc on prend le signe +).

(Yol

n==+

De plus,
do = ¢z x @ylldedy = mdxdy,
donc
n do = (—hg, —hy, 1) dzdy.
Ainsi,

// f-ndo= // f(x,y,h(z,y)) - (—ha, —hy, 1) dzdy,
S1 R
c’est-a-dire

b pd
[ #ndo= [ [ (faovuhio) = halo) o, h(a,) = by (o) ol ha. ) dyda.
S1 a Je

En comparant avec l'expression obtenue pour (1) + (2) + (3), on conclut.

8.2.1 Quelques exemples physiques
Equation de chaleur

Question. Comment décrire la température d’un solide comme fonction du temps ¢ et de la
position (z,y,z)?

On note la température u = u(t, z,y, z).
Considérations heuristiques. Pour un domaine matériel U C R? (de bord S = 9U), on

interprete
/// u dx dy dz
U

comme le contenu calorifique de U (& une constante prés).
Le changement temporel de cette quantité est

CZ(///Uudxdydz>:///Uutdxdydz.

En supposant une loi de flux du type "flux o« Vu" avec constante ¢ (constante du matériau),
on obtient :

///utd:cdydz—c//Vu-nda—c///div(Vu)dxdydz—c// Au dx dy dz.
U S U U

Et on rappelle I'identité :

VIV = 52 \ oz oy \ Oy 0z \0z/) 0x2  0y? 022 N
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Equations de Maxwell (électromagnétisme)

Deux champs vectoriels :
E:E(t7x7y7z)7 B:B(t7x7y7z)'

Dans le vide :

OE 0B
E =rot B7 E = —rot E,

et
V-E=div E=0, V-B=div B=0.

Donc les composantes de E et B sont solution de ’équation des ondes. Par exemple :

0 (OE 0 0B . -
% ((‘%) 5 —(rotB) = rot <8t> = —rot(rot E) = A E — V(div E) = AE,

puisque div E = 0.
Plus précisément (équation des ondes) :

’E
W—C AE:O,

et de méme pour B.

8.2.2 Champ vectoriel généré par une distribution de masse
Pour décrire la répartition de la masse dans l'espace, on utilise la fonction p : R?® — Rxg

qu’on appelle densité avec p € C§° (R3).

Commengons par remarquer que F dérive d’un potentiel F = VV ou V est le potentiel
gravitationnel généré par la masse et on peut décrire ce vecteur par

AV =4nGp (8.4)
ouA—g%vL +g§ V-V.

Proposition 8.36. Si p € C§°(R3), alors 8.4 admet une unique solution V€ C®(R?) avec la
Propriété que
lim V(z)=0

|z|—00

Démonstration. On va commencer par exhiber une solution unique de 8.4 avec les propriétés
désirées puis on montrera ensuite qu’elle est unique.

V(z) = /// r—vy) f(y)dy, [fly)=4rGp(y)

{y” € C°°(R3*\{0}) qui explose a l'origine et oit on note ||y comme la longueur

On pose

avec I'(y) = 47T‘
euclidienne usuel

On montre un premier résultat

Lemme 8. 37 La fonction V(z) ci-dessus est une fonction C®(R3), en particulier, l'intégrale
[]J T(z — (y)dy converge et on a lim|y_,o V() =0
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Démonstration. On commence par régulariser I'intégrale comme suit :

Soit € > 0, on remplace l'intégrale pour

[ T w1was= [ r@sta - vy

(ot on a effectué un changement de variables © — x — y) par

///RS\BE(O) L(y)f(z —y)dy

Comme p a un support compact, alors f = ¢p ol ¢ = 47G a également un support compact.
On fixe ensuite x € R3 et on a que la fonction y — f(z — y) a support compact. Donc on peut

réécrire
I P(y) f(z — y)dy
Br(0)\B:(0)

ot R est suffisamment grand pour que f(z —y) =0,Vy € Bg((]). Alors cette intégrale converge
au sens de Riemann si et on laisse € — 0.

Observons a présent que

lim // Vf(x —y)dy
e—0 BR\BE(O

existe localement uniformément en x (preuve en exercice) car I'explosion de I'(y) si y — 0 est
suffisamment faible.

On a alors que

_g%///BR(o 1\B-(0) H e =)y

existe localement uniformément et est donc une fonction continue de x. On affirme qu’en fait
V € C*®(R3) et si on revisite les intégrales tronquées

///BR\BE(O) L) f(z —y)dy =:Ve(z), >0

Et, d’aprés des résultats d’analyse 2, on peut différencier ces fonctions, on rappelle

V= + + , a=(a,az,a3) € N%O

et on a

VoV (x //BR - (Y)Ve f(z —y)dy

on a donc que lim._,o V&V, (x) existe localement unlformément en x et est égal a

[ rvese - vy

qui est une fonction continue de x. D’aprés I’analyse 2, ceci implique que V¢V existe et qu’on a

VoV = /// y)\Vef(z —y)dy, YaeN

ce qui implique que V = T x f € C°°(R3). Il reste alors & montrer que limy| 00 V(2) = 0, on
observe donc que

= ///F(y)f(x —y)dy = ///F(ﬂﬁ — ) fy)dy et T(z—y)= 47T||x1_ _ \j;c;o 0
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Et on peut borner

|_’// (z —y)f(y)dy|,
< max [Pz —y) // £ (y)dyl
LA

C1 Jlall=+o0

llz|| > 1

< 0
]

Terminologie : On appelle la fonction V' =T x f le potentiel de Newton associé a f

On prouve a présent un second résultat
Lemme 8.38 (Application du théoréme de divergence). Le potentiel de Newton résout VV = f

Ce lemme va en fait nous servir pour montrer

1. ” 7 satisfait A(” H) Osiz#0

2. W est une expression de la force générée par une masse

Preuve du lemme. On va chercher a utiliser

0= [[[ rwause - iy

et effectuer une intégration par parties pour enlever les dérivées de f. Pour cela, on doit effectuer
une troncature pour controler la singularité de I' en y =0

v =l rwiepa= Il s

On doit alors utiliser des relations différentielles basiques, pour f,g € C*°(R3)

Vf-Vg=V-(fVg)—f¥-Vg et [f-Ag=V(fVg)—V[fVg
Ag

/// YAf(zr—y)dy et lmVV.(z)=AV(x)
BT(O)\BE(O e=0

/// PRI LY (8.5)

Puis on fixe x et on laisse uniquement y varier, ¢ est—a—dlre

Af(z—y) = Ayflz—y)

On peut alors transformer 1’équation 8.5 pour la réécrire

AV (x) /// VA, f(z —y)dy
~(0)\B:(0
Ou on réécrit

L(y) - Ayf(y) =V - (Ly)Vyflz—y)) = VyI'(y) - Vf(z —y) = div(l'(y) - Vy f(z —y))

On considére alors
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Alors

avio = [ RO M ETE I R I (T

-~

(1) (1)

On s’intéresse alors aux deux parties de I'expression séparément

o= o T Vi@ =)o - I o [ 1o

=0 converge vers 0 quand € — 0

ol n est le vecteur unitaire normal avec l'orientation extérieure. Si R > 1 suffisamment grand,
on a que f(z —y)|asB,(0)=o0 alors (1) =0

On s’intéresse alors a la deuxiéme partie (/1) de I'expression initiale. Pour cela, on va appli-
quer le théoréme de la divergence :

VDV, i@ —y) = V- (VD) fx — ) = fle—y) V- V,L =0, siy #0
A,T

Et, une autre application du théoréme de la divergence nous implique que

an--|f o™ T o | w9 -

8B,.(0)

~~

Il reste & déterminer la limite

lim — // n-V,I'(y) f(x—y)do
e—0 9B (0)

ol n est défini comme auparavant donc n = —ﬁ et on peut écrire
Vy
et
-1 1 y
VI ) =Vy|l ——]=— 3
0 =% (37) = = B
et enfin ) L
Yy Yy
-n-V,I'(y)

Oyl Ax iyl Axllyll
Et on écrit finalement

f@—y) = f(z)+o(llyl)
ot o(||y||) est borné par C||y||, Alors

1 1
0=l @ [ e

) 1 |
722 s do +o(e) lim o(e) =0
=f(z)

alors
lim AV, = f

e—0
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Il reste a montrer que V' =T x f est la seule solution C*°qui satisfait lim|y_,., V(z) = 0.

Supposons qu'il existe V € C®°(R?3) avec AV = f et lim 00 V(z) = 0. Alors, si on pose
u="V -V € C®R?3), on satisfait

Au=AV-AV=f—f=0

Donc u est une fonction harmonique et, satisfait (x) lim, o u(z) = 0. On observe alors que
u =0, de plus, si p € R3, on a

) = g ], w

Et, d’aprés un exercice de série, si on laisse R — 0o et qu’on utilise la propriété (*), il suit que

u(p) = 0. O
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